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Resumen

ste informe presenta las actividades y resultados desarrollados durante el servicio social realizado en
el Instituto de Ciencias Fisicas de la Universidad Nacional Auténoma de México, dentro del programa
Cosmologia Observacional a través del Computo Cientifico. El trabajo se centrd en el estudio y
aplicaciéon de herramientas modernas de analisis de datos, aprendizaje automatico y procesamiento
multiescala, con énfasis en su relevancia para problemas contemporaneos de la fisica y la cosmologia.

A lo largo del proyecto se abordaron conceptos fundamentales de modelado probabilistico, alta
dimensionalidad y renormalizacion, estableciendo conexiones conceptuales entre la fisica estadistica
y las arquitecturas de aprendizaje profundo. Se estudié de manera sistemaética el funcionamiento de
distintas redes neuronales —incluyendo redes convolucionales, residuales y mecanismos de atencién—
asi como su implementacién préctica en problemas de anélisis y reconstrucciéon de datos. En particular,
se explord el problema de la siiper resoluciéon de imagenes, revisando desde métodos clésicos de
interpolacién hasta enfoques basados en aprendizaje profundo, destacando sus limitaciones y ventajas
en contextos no naturales como los datos cosmolégicos.

Asimismo, se realizé un analisis detallado de técnicas de descomposicion multiescala mediante
wavelets, incluyendo la Transformada Wavelet Discreta y la Transformada Wavelet Scattering,
resaltando sus propiedades de estabilidad, interpretabilidad y capacidad para capturar correlaciones
de orden superior en campos no gaussianos. Finalmente, se incluy6 el uso de métodos de reduccién de
dimensionalidad, como el Analisis de Componentes Principales, para la interpretacién y compresion
eficiente de datos complejos.

En conjunto, este trabajo contribuye a la formacién interdisciplinaria en fisica computacional y
aprendizaje automético, proporcionando una base teérica y practica sélida para el anélisis de grandes
volumenes de datos y el modelado estadistico de sistemas fisicos complejos, con especial relevancia
en aplicaciones cosmologicas.

III



Aprendiendo fisica desde los datos

A lo largo de la historia de la fisica como ciencia
natural, la capacidad de comprender y procesar la
informacién presente en la naturaleza ha sido un pilar
fundamental para el avance cientifico. Desde las primeras
observaciones de Aristoteles sobre la caida de los cuerpos
hasta los desarrollos mas recientes en la cosmologia
contemporanea, los cientificos han creado una gran
variedad de herramientas para analizar datos y asi refinar
o validar nuestros modelos teoricos.
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Es en este contexto que entre las distintas ramas de
la fisica, la astronomia ha destacado desde sus inicios Figura 1.1: Tabla Babilonia con lista
por su naturaleza intrinsecamente observacional dadas las de estrellas incluyendo informacion de
grandes dificultades para realizar experimentos controlados. distancia en varas (1]
Dependiendo intensamente del procesamiento de grandes
volimenes de datos obtenidos a través de observaciones sistematicas de la boveda celeste, con el fin
de construir modelos tedricos cada vez mas precisos y utiles.

Se tiene registro de que los astrénomos babilonios ya recopilaban vastas tablillas con informacion
detallada sobre los movimientos de los astros. A pesar de sus impresionantes logros predictivos
(como la anticipacion de eclipses lunares) sus sistemas carecian de un marco fisico que explicara
estos fenomenos. No fue sino hasta el trabajo de Johannes Kepler, a comienzos del siglo XVII, que
el analisis sisteméatico de datos observacionales alcanz6 un nuevo nivel. Al utilizar las detalladas
mediciones del astronomo Tycho Brahe (el conjunto més extenso de datos astronoémicos de la época),
Kepler logro deducir las leyes que rigen las 6rbitas planetarias, sentando las bases para la formulacion
de la teorfa de la gravitacién universal por parte de Isaac Newton. Este episodio representa uno de
los primeros y méas notables ejemplos del uso del anélisis de datos como herramienta para generar
modelos tedricos matematicamente fundamentados, capaces de describir con precision los fenémenos
naturales.

Hoy, el surgimiento de nuevas técnicas para el procesamiento de grandes volimenes de datos es
mas crucial que nunca. Con telescopios y proyectos de mapeo celeste (surveys) produciendo, en
una sola noche, una cantidad de informacion equivalente a tres anos de transmisién continua de
video, se requieren herramientas computacionales innovadoras para transformar estos gigantescos
flujos de informacioén en nuevo conocimiento cientifico. El futuro de la fisica y la astronomia esta
intrinsecamente ligado a nuestra capacidad de dominar y extraer significado de esta avalancha de
informacion.
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1.1. Modelos probabilisticos

Un desafio persistente en la fisica es la estimacion de la distribucion de probabilidad p(x) para datos de
alta dimensionalidad, especialmente cuando se dispone de un ntimero limitado de observaciones y atn
més cuando los datos presentan relaciones no gaussianas. Si bien los sistemas fisicos suelen describirse
mediante ecuaciones diferenciales, a menudo resulta impréactico caracterizar completamente sus
soluciones de manera analitica, haciendo que contar con modelos probabilisticos realistas para
este tipo de campos permita aplicaciones significativas como caracterizar y comparar con precision
procesos no lineales, o separar distintas fuentes de informacién y resolver problemas inversos.

Para formalizar esta idea supongamos que existe un campo o estado del sistema ¢ € R%, del
cual sabemos que en el equilibrio la probabilidad de encontrar el sistema en una configuraciéon ¢
particular se describe mediante la distribucién de Boltzmann-Gibbs.

Donde:

» U(¢) es la energia de Gibbs asociada a una configuracion especifica ¢ del sistema.

= 7 es la funcién de particiéon que encapsula toda la informacién termodinamica del sistema:
7 — / e U (‘P)dcp

Al modelar y estudiar U(¢) podemos comprender la fisica detras del proceso y proponer modelos
tedricos que nos permitan estimar sus parametros a partir de datos, ademés de tener la capacidad
de generar muestras de configuraciones de ¢ que sigan la distribucion p(¢) que nos permtan explorar
el espacio de estados del sistema.

En nuestro caso buscamos es estimar la distribucion de probabilidad p(¢) a partir de un conjunto
de muestras observadas {gf)(z)}fil. Sin embargo abordar esta tarea tenemos dos tipos de problemas
interrelacionados:

1. Definiciéon del Modelo:

Necesitamos elegir un modelo para U(¢) que sea lo suficientemente flexible para capturar
la complejidad de la distribucién real ya que la complejidad de muchos sistemas radica en
que sus componentes interacttian de manera diferente a nivel microscopico, mesoscopico
y macroscopico. Una buena aproximacion implica desarrollar modelos que capturen estas
interacciones multi-escala de manera efectiva, regularmente se inicia con una suposicién inicial
(ansatz) que parte de algin modelo teorico, sin embargo en la actualidad las redes neuronales
surgen como candidatas por su capacidad de aprender representaciones complejas y no lineales,
en este ultimo caso la definicién del modelo viene de la estructura con la que dotamos a
la red neuronal. El objetivo es que la distribucién modelada, Py(¢) = Z, Le=Uo(@) donde 0
son los parametros del modelo, se aproxime lo més posible a la distribucién de equilibrio
"verdadera"del sistema.

2. Optimizacion y Muestreo:
Una vez definido el modelo, el siguiente paso es estimar sus parametros 0. Esto se logra
minimizando una funcién de "pérdida"que cuantifica la diferencia entre la distribucién modelada
y los datos observados. Una vez que el modelo Py(¢) ha sido encontrado y sus parametros
estimados, el siguiente paso es generar nuevas muestras de datos a partir de esta distribucion
aprendida. Esto es crucial para la simulacién, la prediccién y para explorar el espacio de
configuraciones del sistema.
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Ejemplo: Modelado probabilistico con el modelo de Ising

Una aplicacion concreta de los conceptos presentados es el modelo de Ising bidimensional, un sistema
fisico clasico en mecanica estadistica que captura interacciones de espines sobre una red. El sistema
estd compuesto por N = L x L espines ¢; € {—1,+1} dispuestos sobre una reticula cuadrada. La
energia asociada a una configuracion ¢ = {¢;} esta dada por:

Ulp) ==Y wipj—h> i
(4,3) i
donde J es la constante de acoplamiento (positiva en el caso ferromagnético), h es el campo

magnético externo, y la suma (i, j) se realiza sobre pares de sitios vecinos. La distribucion de
probabilidad correspondiente esta dada por la distribuciéon de Boltzmann:

plyp) = %675 vie),

Nuestro objetivo es aproximar esta distribucion a partir de un conjunto de configuraciones {(p(i)}fil
generadas mediante simulaciones Monte Carlo. Para ello, introducimos un modelo paramétrico Uy (),
por ejemplo, una red neuronal convolucional, que permita estimar la energia de una configuracion
sin conocer explicitamente los parametros fisicos J y h.

Definicion del modelo

Podemos representar Uy(yp) mediante una red neuronal convolucional que capture interacciones
locales entre espines. Una arquitectura simple podria ser:

Una capa convolucional con miltiples filtros para detectar patrones locales.

Una funcion de activacion no lineal (ReLU).

Una segunda capa convolucional que refina la representacion.

Una capa lineal final que colapsa la informacion en un tnico valor escalar Up(p).
El objetivo del aprendizaje es que la distribuciéon modelada

— i —Us ()

se aproxime a la distribucién verdadera del sistema.

Optimizacién del modelo

La optimizacién de los parametros 6 puede realizarse mediante contrastive divergence, aproximando
el gradiente de la funcién de pérdida:

L(0) = Eorpaata [Us(¢)] — Eorpg [Ua ()] -

Dado que el segundo término es intratable, se estima mediante muestreo usando métodos como
Langevin Dynamics:

Or41 = Pt — gvcho(SOt) + /1 - e,

donde ¢; es una perturbacién gaussiana y 7 es el tamafno de paso.
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Muestreo y validaciéon

Una vez entrenado el modelo, se pueden generar nuevas configuraciones ¢ ~ comparar sus
5 0
propiedades estadisticas con las configuraciones reales del modelo de Ising:

» Distribucion de la magnetizacion total M =, ¢;.
= Correlaciones espaciales (p;p;).

» Histograma de energias U (yp).

Este enfoque permite aprender una representacion efectiva del sistema fisico directamente desde
datos simulados, lo cual es fundamental en escenarios donde los pardmetros microscépicos son
desconocidos o los modelos analiticos son intratables.
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1.2. El reto de la alta Dimensionalidad

Un obstéculo significativo en este tipo de problemas es la llamada maldiciéon de la dimensionalidad.
Supongamos que queremos aprender una funcion y = f(¢) (ya sea para clasificacion, regresion u
otras tareas) a partir de un conjunto de ejemplos observados {¢;,y; = f(¢;)}. Nuestra intuicién nos
diria que con suficientes ejemplos, podriamos interpolar para aproximar la funcién. Sin embargo
este razonamiento presenta un problema fundamental; tipicamente, en espacios de alta dimension,
no existe ningin ejemplo ¢; que sea lo suficientemente cercano a una ¢ arbitraria que
queramos evaluar. Esto significa que los datos disponibles son extremadamente dispersos.

Cubo unitario [0, 1)° Cubo con 100 puntos Cubo con 1000 puntos

1.000 ’ 1.0 0.0 ’ 1.0 0.0

Figura 1.2: Ejemplo de la maldicién de la dimensionalidad en un cubo de tres dimensiones

Para ilustrar esto, consideremos la densidad de puntos en un cubo unitario [0, 1]%:

= Si queremos que nuestros puntos de datos estén distribuidos de tal manera que cualquier
punto en el espacio esté a una distancia e de al menos un punto de datos (es decir, cubrir el
espacio con esferas de radio €), el nimero de puntos n necesarios crece exponencialmente con
la dimension d. Especificamente, necesitarfamos aproximadamente n ~ (1/¢)% puntos.

» Por ejemplo, si € = 1/10 (es decir, queremos una resolucion del 10 %) y d = 10, necesitariamos
n ~ (10)'° puntos. Esta cantidad es astronémica e inalcanzable en la practica.

Es asi que es imperativo encontrar métodos que nos permitan trabajar con representaciones de
menor dimensién de los datos manteniendo la mayor cantidad de informacion estadistica del conjunto,
estas técnicas se denominan reduccién de dimensionalidad.

En fisica, este problema se aborda analizando las interacciones globales o colectivas de un
sistema, en lugar de intentar modelar cada interacciéon individual. Esto significa que, en lugar de
centrarnos en la interaccion entre pares de particulas o componentes, buscamos identificar y modelar
las interacciones de grupo o las propiedades emergentes del sistema en su conjunto. Este enfoque
colectivo permite simplificar drasticamente la complejidad inherente a los sistemas de alta dimension,
buscando principios més generales que rigen el comportamiento macroscépico o las propiedades de
campo.
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1.3. Analisis multidimensional

Como se mencion6 anteriormente, un enfoque fundamental en el anélisis fisico de diversos fenémenos
consiste en simplificar las interacciones a distintas escalas con el fin de comprender el comportamiento
global del sistema. Este principio es clave en multiples areas de la fisica, como en la fisica estadistica,
o en los algoritmos de simulacién de N cuerpos, que aproximan las interacciones lejanas para reducir
la complejidad computacional. Entender el comportamiento de los sistemas fisicos a miiltiples escalas
no solo es esencial para una descripcion precisa, sino también para desarrollar modelos eficientes y
escalables.

1.3.1. Renormalizacién: Abordando las Miiltiples Escalas

El concepto de renormalizacion (pionero por Kenneth G. Wilson en la década de 1970) es una
herramienta conceptual y computacional poderosa para abordar el problema de la aproximacién y la
maldicion de la dimensionalidad, especialmente en sistemas con interacciones multi-escala 2,

» Idea Central: Si tenemos un sistema definido a una escala muy fina (microscopica),
lo que buscamos hacer es reducir su dimensionalidad promediando o coarse-graining
(grueso-granulando) las propiedades del sistema en escalas mas grandes. Esto nos permite
entender el comportamiento emergente a escalas mayores.

= Proceso Iterativo: La renormalizacion es un proceso iterativo donde se promedian, se
renormalizanz se reducen las dimensiones de los datos a través de diferentes escalas. El
objetivo es calcular la probabilidad a través de estas escalas, revelando como las propiedades
macroscopicas emergen de las microscépicas.

» Grupo de Renormalizacién (RG): La aplicacién de un grupo de renormalizacion (RG)
acttia sobre los parametros de acoplamiento del sistema, mostrando cémo estos evolucionan a
medida que cambiamos la escala de observacion. Este es un concepto fundamental en la teoria
de transiciones de fase y fenémenos criticos.

Ejemplo: Distribuciéon Gaussiana Multi-escala de Largo Alcance Consideremos un ejemplo
especifico de un modelo probabilistico que exhibe interacciones multi-escala. Un modelo gaussiano
de largo alcance puede tener la siguiente forma para la distribuciéon de probabilidad p(¢):

p6) =271V con U(9) = 20T

Aqui, K es la matriz de acoplamiento. Para una distribucién gaussiana, la inversa de esta matriz,
K~ es la matriz de covarianza.

» Propiedad Clave: Para una distribucion gaussiana, K ! es la covarianza.

» Estacionariedad: Si el campo es estacionario (sus propiedades estadisticas no cambian con la
posicién), K y K~! son diagonalizables en el espacio de Fourier. Esto simplifica el analisis de
las correlaciones en diferentes frecuencias (escalas).

» Espectro de Potencia: El espectro de potencia (que representa la varianza de las componentes
de Fourier del campo) corresponde a los valores propios de la matriz de covarianza K !

s Correlaciones de Largo Alcance: En muchos sistemas fisicos, como la turbulencia o
las estructuras cosmolbgicas, el espectro de potencia sigue una ley de potencias a bajas
frecuencias:

jw[ ™"

Donde w son las frecuencias (inversas a las escalas) y 7 es un exponente. Una ley de potencias
a bajas frecuencias indica correlaciones de largo alcance o memoria en el sistema.
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» Aproximacion Gaussiana (limitaciones): Aunque las distribuciones gaussianas son utiles,
a menudo son una mala aproximacién para campos fisicos complejos que exhiben fenémenos
no gaussianos como intermitencia, vortices o filamentos (como se ve en las imagenes adjuntas,
si las hubiera). Las imégenes suelen mostrar la complejidad de los campos reales versus una
aproximacién gaussiana.

1.4. Principios de renormalizaciéon en el aprendizaje automatico

Una de las similitudes mas notables entre el RG y el aprendizaje profundo radica en el proceso de
extraccion jerarquica de caracteristicas. Los modelos de aprendizaje profundo, en particular
las redes neuronales convolucionales (CNNs), se caracterizan por su arquitectura multinivel, donde
cada capa procesa la salida de la anterior para construir representaciones cada vez mas abstractas
y complejas de los datos de entrada. Esta abstracciéon capa por capa en el aprendizaje profundo
es directamente analoga al procedimiento iterativo de coarse-graining central en el Grupo de
Renormalizacion en fisica.

En el RG, el coarse-graining consiste en simplificar un sistema agregando variables microscopicas
en bloques macroscopicos o integrando las fluctuaciones a corta distancia. Este proceso revela de
forma sistematica cémo cambian las correlaciones y las interacciones efectivas al aumentar la escala.
De manera similar, en las redes profundas, las primeras capas pueden detectar patrones locales finos
(como bordes en una imagen), mientras que las capas posteriores combinan estas caracteristicas
simples en patrones més complejos a gran escala (como texturas, partes de objetos o incluso objetos
completos). Esta abstraccion progresiva actiia como un proceso de coarse-graining sobre los datos de
entrada, reduciendo su dimensionalidad mientras preserva la informacién esencial para tareas de alto
nivel.

La capacidad de los modelos de aprendizaje profundo para descubrir descripciones analogas a la
renormalizacion en teorias fisicas, como el modelo de Ising, ha llevado a la hipotesis de que este
mecanismo podria explicar su eficacia al modelar distribuciones generales con correlaciones altamente
dependientes de la escala, como las que se encuentran en problemas de visiéon por computadora.




Redes Neuronales

Durante los dltimos afios hemos sido testigos de un crecimiento acelerado y sin precedentes en la
integraciéon de diversas herramientas computacionales en nuestra vida cotidiana. Uno de los campos
mas destacados en esta transformacién es el de la inteligencia artificial, cuyo objetivo principal es
desarrollar sistemas capaces de realizar tareas cominmente asociadas con el razonamiento humano 3.

Dentro de este &mbito, una de las areas con mayor desarrollo ha sido el aprendizaje automatico
(machine learning), el cual, mediante una variedad de técnicas estadisticas y computacionales, busca
construir sistemas complejos que sean capaces de aprender el comportamiento de fenémenos no
triviales a partir de un conjunto dado de datos de entrenamiento, con el propoésito de reproducirlos,
modelarlos o extraer conocimiento de ellos, siendo ampliamente usadas para el reconocimiento de
imégenes, texto, prediccion de fenémenos fisicos, etc.

oA -
L L]
Ry (]
’ e
& a

Figura 2.1: Diagrama que muestra la analogia entre una neurona bioldgica y una sintética

Es en este contexto que surgen las redes neuronales, las cuales en su forma mas simple pueden ser
entendidas como aproximadores universales de funciones, tomando como bloque funcional una
neurona emulando el funcionamiento conjunto de una red de neuronas biol6gicas de manera sintética,
tomando datos de entrada y aplicando diferentes operaciones matematicas con el fin de, mediante
una variedad de técnicas de entrenamiento, las redes aprenden a mapear los datos de entrada en
los resultados que buscamos a su salida. En la actualidad estas redes neuronales tienen una gran
cantidad de capas, es por esto que se denominan redes neuronales profundas (Deep learning [3])

2.1. Arquitecturas de redes neuronales

La conexion entre los diferentes elementos de las redes neuronales (también denominados nodos o
neuronas) representa un paradigma computacional abierto, donde diferentes estructuras de redes
neuronales tienen un mejor rendimiento en diferentes tareas para las que se apliquen. En los dltimos
anos una gran variedad de arquitecturas han surgido para responder a la resolucién de problemas
mas complejos, donde las entradas de cada red neuronal pueden ser del orden de millones y los
conjuntos de entrenamiento aun mayores,. A continuacion, se presentan las principales estructuras
identificadas en la literatura y explicadas en 4.
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Figura 2.2: Diferentes arquitecturas de redes neuronales, tomado de [5]
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Redes Neuronales Feedforward (FF) Las redes feedforward son las méas tradicionales y
conectan las capas de entrada y salida mediante capas ocultas sin ciclos. La informacion fluye en
una sola direccion: desde la entrada hasta la salida. Son ampliamente utilizadas en clasificacion
supervisada y regresion. Una subclase importante son las redes profundas (deep feedforward networks),
que incluyen multiples capas ocultas 41,

Redes Neuronales Recurrentes (RNN) Las RNN estan disenadas para procesar datos
secuenciales mediante conexiones recurrentes entre sus nodos, lo cual les proporciona memoria
temporal. Variantes avanzadas incluyen:

» LSTM (Long Short-Term Memory): optimizadas para largas dependencias temporales.
» GRU (Gated Recurrent Unit): una version més simple y eficiente en algunos casos.

» ESN (Echo State Network): redes con conexiones internas fijas y entrenamiento solo en la
salida.

Redes Convolucionales Profundas (DCNN) Las DCNN son redes neuronales aplicadas a
tareas de vision computacional. Usan filtros locales y capas de agrupamiento donde por medio de
convoluciones extraen caracteristicas espaciales. Han sido fundamentales en clasificacién de imégenes
y segmentacién seméantica. Arquitecturas relacionadas incluyen:

» Deconvolutional Networks (DN): redes inversas que permiten reconstruccion espacial
jerarquica.

» DCIGN (Deep Convolutional Inverse Graphics Network): combinan DCNN con
autoencoders variacionales.

Redes Generativas Adversarias (GAN) Las GAN consisten en dos redes: un generador, que
produce datos sintéticos, y un discriminador, que evalda su autenticidad. Entrenan compitiendo una
con otra. Se han usado exitosamente en la generacion de imagenes, audio y en simulaciones fisicas (4.

Redes Autoencoder (AE) Un autoencoder aprende una representaciéon comprimida de los
datos. Existen miltiples variantes:

» VAE (Variational Autoencoder): introduce regularizacion probabilistica para modelado
generativo.

» DAE (Denoising Autoencoder): entrenados para reconstruir datos a partir de versiones
ruidosas.

» SAE (Stacked Autoencoder): autoencoders profundos apilados para aprendizaje no
supervisado.

Otras arquitecturas destacadas

RBM (Restricted Boltzmann Machine): redes estocésticas para reduccion de dimension
y filtrado colaborativo.

DBN (Deep Belief Network): composiciéon de multiples RBMs o autoencoders.

DRN (Deep Residual Network): incluye conexiones residuales que permiten redes muy
profundas.

KN (Kohonen Network): también llamadas mapas auto-organizables para clustering y
visualizacion.
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» NTM (Neural Turing Machine): integra una red neuronal con una memoria externa
diferenciable.

» LSM/ELM (Liquid State Machine / Extreme Learning Machine): redes rapidas con
conexiones aleatorias y entrenamiento minimo.

» GNN (Graph Neurl Networks): redes aplicadas al procesamiento de grafos relacionales,
explorando sus conexiones y propiedades individuales.

La figura 2.2 se presenta un “zoologico de redes neuronales” tomado de ! destacando la diversidad
estructural y funcional de estas y otras arquitecturas.

Redes Fisicamente Informadas El uso de arquitecturas de redes neuronales no se ha limitado
tnicamente al ambito industrial. En la actualidad, su aplicaciéon en el desarrollo de ciencia de
frontera ha crecido de forma acelerada. Un ejemplo destacado es AlphaFold, desarrollado por
Google DeepMind, un sistema capaz de predecir la estructura tridimensional de una proteina a partir
de su secuencia de aminoécidos, con una precisibn comparable a la obtenida mediante técnicas
experimentales 6.

Este avance evidencia el impacto creciente de las redes neuronales en la ciencia, en el caso de la
fisica se ha impulsado el desarrollo de las llamadas redes neuronales fisicamente informadas
(Physics-Informed Neural Networks, PINNs). Estas redes incorporan restricciones fisicas directamente
en su arquitectura o durante el entrenamiento, lo que les permite aprovechar su capacidad de
aproximacion universal para resolver sistemas regidos por leyes fisicas conocidas.

Entre sus aplicaciones se encuentran la predicciéon del comportamiento de fluidos, la simulacién de
materiales, y contribuciones recientes en el diseno y control de reactores de fusidn nuclear, entre
otras areas. A continuacion, se presentan algunos ejemplos destacados de su uso.

1. Mecanica de Fluidos: Resolucion de flujos supersonicos mediante la incorporaciéon de las
ecuaciones de Navier-Stokes en la funcién de pérdida de la red neuronal, permitiendo predecir
campos de velocidad y presion !

2. Mecéanica de Sélidos: Solucién de problemas de elasticidad plana mediante un ensamble de
PINNs que modelan desplazamientos y esfuerzos en materiales elasticos 8.

3. Geofisica: Inversion de formas de onda sismicas completas utilizando PINNs para resolver la
ecuaciéon de onda actstica en medios heterogéneos .

4. Fisica de Materiales: Simulacién de procesos termo-mecénicos en fluidos no newtonianos,
como el calandrado de caucho, usando PINNs para abordar tanto problemas directos como
inversos [0,

5. Fisia Nuclear: Solucion de las ecuaciones cinéticas puntuales que describen la dindmica de
reactores nucleares, modelando con precision el comportamiento transitorio del sistema 'l

6. Cosmologia Computacional: Uso de redes neuronales basadas en grafos (GNNs) para
reconstruir el campo de velocidades cosmico a partir de la distribucién espacial de galaxias,
capturando relaciones locales y no locales entre halos [12].

11
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2.2. Redes Neuronales Convolucionales

Las Redes Neuronales Convolucionales (CNNs, por sus siglas en inglés) son una clase especializada
de redes neuronales profundas disenadas para procesar datos con estructura en forma de rejilla,
como imégenes bidimensionales o mapas tridimensionales en simulaciones fisicas. Su arquitectura
estd inspirada en el sistema visual de los seres vivos, que analiza informacion de manera jerarquica,
enfocandose primero en patrones locales para posteriormente analizar estructuras mas abstractas!t3l.

fc_3 fc_4
Fully-Connected Fully-Connected
Neural Network Neural Network
Conv_1 Conv_2 RelU activation
Convolution Convolution A /—M
(5x5) kernel Max-Pooling (5x5) kernel Max-Pooling (with
valid padding (2x2) valid padding (2x2) . dropout)

INPUT nlchannels nl channels n2 channels n2 channels |

(28x28x1) (24x24xn1) (12x12xn1) (8x8xn2) eeGaund) ‘/ " output

n3 units

Figura 2.3: Arquitectura de red neuronal convolucional para clasificacion en el MNIST dataset,
[14]

tomada de

A diferencia de las redes neuronales densamente conectadas, las CNNs aprovechan la correlacion
espacial de los datos mediante filtros llamados kernels (estos pueden ser fijos o aprendidos) que se
aplican de forma local y compartida en toda la entrada, permitiendo:

= Reducciéon de parametros: se evita conectar cada neurona con todas las anteriores, lo que
disminuye el niimero total de pesos entrenables.

» Captura de estructuras espaciales: se identifican patrones como bordes, texturas, simetrias
o regiones especificas.

» Invarianza ante traslaciones: gracias a la operacién de pooling y a la naturaleza local de
los filtros.

2.2.1. Arquitectura Tipica de una CNN
Una red convolucional como la mostrada en la figura2.3 puede dividirse en los siguientes bloques
funcionales:

» Capas de convoluciéon (Conv layers): La convolucién bidimensional es una operacion
fundamental en procesamiento de imagenes; en estas capas se aplican filtros que por medio de
esta operacion extraen caracteristicas locales de la imagen de entrada. Matematicamente dada
una imagen de entrada I(x,y) y un kernel K(i,7) de tamano m x n, la convolucion se define

Ccomo:
m—1n—1
O, y) =Y > K(i,j) - I(w+i—a,y+j—b)
i=0 j=0
donde:
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kernel
output

input

Figura 2.4: Ejemplo de aplicacion de kernel en imagen

O(z,y): valor de salida en la posicion (z,y),

K (i, j): valor del kernel en la posicion (i, ),

I(x +1—a,y+j—b): valor de la imagen centrado respecto al kernel,
a= L%J, b= L%J centro del kernel.

Al aplicar esta operacion, la dimensiéon de nuestro tensor de salida se ve reducido, con lo
cual a menudo se aplica un Padding, que consiste en agregar bordes (normalmente ceros) de
tal manera que la salida mantenga la misma dimensién. Un parametro igual de importante en
la aplicacion de esta operacion es el Stride, el cual define el ntimero de pixeles que se mueve el
kernel después de cada aplicacion.

Al modificar estos pardmetros asi como el contenido del kernel producimos salidas
denominadas mapas de caracteristicas que contienen informacioén sobre bordes, texturas o
patrones especificos, los cuales son pasados a otra capa de la red con el fin de ejecutar acciones
que van desde la clasificacién de objetos hasta la sintesis de imégenes nuevas.

= Capas de pooling: Estas capas nos permiten reducir la dimensionalidad de los mapas de
caracteristicas obtenidos, reteniendo la mayor cantidad de informacién posible con el objetivo
de introducir invarianzas en la traslacion, definir la importancia de las caracteristicas y prevenir
el overfitiing. Uno de los tipos de capas mas usadas es max pooling que retiene el valor
méximo de cada subregion.

Max Pool

—_—

Filter - 2 x 2)
Stride - (2, 2) 8

Figura 2.5: Ejemplo de aplicaciéon de Max Pooling

= Funciones de activacion: Una vez se obtienen los mapas de caracteristicas de cada imagen
el siguiente paso es alimentar esta informacion en una arquitectura de red neuronal, para esto
es necesario que las neuronas individuales aprendan relaciones complejas no lineales entre
los datos, es ahi donde surge la importancia de las funciones de activacion, algunos ejemplos
son sigmoide, tanh, softmax y ReLU. En el caso de las CNN la funcion mas usada es ReLU
(Rectified Linear Unit), definida maetmaticamente como:

ReLU(x) = méx(0, z)

= Capas densas o totalmente conectadas: suelen encontrarse al final de la red y permiten
realizar clasificacion o regresion.

13
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= Capa de salida: depende del problema: una neurona para regresiéon o multiples salidas para
clasificacion.

2.2.2. Ejemplo: Clasificacion de Digitos

Uno de los ejemplos més estudiados es el conjunto de datos MNIST, que contiene imégenes en escala
de grises de digitos escritos a mano (28 %28 pixeles). Una CNN tipica para clasificar estos digitos
puede estructurarse como sigue 3l

Capa convolucional 1: 32 filtros de tamainio 3x3, ReLU

Max pooling 1: 2x2

Capa convolucional 2: 64 filtros de tamano 3x3, ReLU
= Max pooling 2: 2x2

Capa densa: 128 neuronas, ReLU

Capa de salida: 10 neuronas (softmax para cada digito del 0 al 9)

Este modelo alcanza una precision mayor al 98 % en clasificacion, con un tiempo de entrenamiento
moderado gracias al uso eficiente de pardametros.

A continuacién se muestra una implementaciéon basica en PyTorch:

1 import torch.nn as nn
2 import torch.nn.functional as F

1 class MNIST_CNN (nn.Module):

5 def __init__(self):
6 super () . __init__Q)
7 self.convl = nn.Conv2d (1, 32, kernel_size=3) # Conv 1 -> 32 canales
8 self.conv2 = nn.Conv2d (32, 64, kernel_size=3) # Conv 2 -> 64 canales
9 self .pool = nn.MaxPool2d (2, 2) # MaxPool 2x2
10 self.fcl = nn.Linear (64 * 5 *x 5, 128) # FC oculta
11 self.fc2 = nn.Linear (128, 10) # FC salida 10 clases
2
def forward(self, x):

x = self.pool(F.relu(self.convl(x))) # [1,28,28] -> [32,13,13]
] x = self.pool(F.relu(self.conv2(x))) # -> [64,5,5]

x = x.view(-1, 64 * 5 x 5) # Aplanar

x = F.relu(self.fci1(x)) # FC oculta

x = self.fc2(x) # FC salida

return x

La red se entrena usando entropia cruzada como funciéon de pérdida y un optimizador como Adam:

model = MNIST_CNN().to(device)

Listing 2.1: Modelo CNN para clasificacion de MNIST

# Inicializa modelo

2> criterion = nn.CrossEntropyLoss () # Funcion de perdida

3 optimizer = torch.optim.Adam(model.parameters(), lr=1e-3) # Optimizador

|

5 for epoch in range (10): # Epocas de entrenamiento

6 for images, labels in dataloader: # Itera sobre lotes

7 images, labels = images.to(device), labels.to(device)

8 optimizer.zero_grad () # Resetea gradientes

9 outputs = model (images) # Forward pass
loss = criterion(outputs, labels) # Calcula perdida
loss.backward () # Backpropagation

optimizer.step ()

H*

Listing 2.2: Entrenamiento basico

Actualiza pesos
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2.3. Redes Neuronales Residuales

A lo largo de los anos, con el aumento del poder computacional, el uso de arquitecturas de redes
neuronales cada vez méas profundas era la norma; sin embargo esto hizo que las redes fueran cada
vez mas dificiles de entrenar. La profundidad de las redes hacia que el gradiente para el aprendizaje
se hiciera muy pequefio o tendiera a infinito, ademés de que de manera regular la senal de entrada
se perdia en las dltimas capas de la red. Fue en estas circunstancias que en el 2015 investigadores He
et al. de Microsoft [*5 propusieron un nuevo tipo de arquitectura que sobrepaso el rendimiento de las
redes convolucionales profundas.

y =+ f(z)

Figura 2.6: Arquitectura de red neuronal residual con bloque funcional

Estas redes funcionan de manera similar a muchas aproximaciones en la fisica, donde se parte de
una aproximacion general de entrada y se aprende a modelar la correcciéon entre el objetivo y la
aproximacion, denominado restduo. Esto se consigue introduciendo conexiones directas entre capas
no contiguas a través de bloques denominados bloques residuales.

Cada bloque residual aprende una transformaciéon de la forma:
y = F(x{Wi}) +x

donde x es la entrada del bloque, F representa una funciéon de transformacion (tipicamente dos
convoluciones con activaciones intermedias), y y es la salida del bloque. Esta estructura permite
al modelo aprender directamente las diferencias o residuos entre la entrada y la salida deseada,
facilitando asi el flujo del gradiente durante el entrenamiento.

Ademas, es comun que la funcién F incorpore operaciones de Batch Normalization (BN) entre
las capas convolucionales. La normalizacién por lotes estabiliza y acelera el entrenamiento al reducir
la covariancia interna (internal covariate shift), es decir, las variaciones en la distribucion de las
activaciones a lo largo del tiempo. BN estandariza cada mini-lote para tener media cero y varianza
unitaria, y luego aplica un reescalado aprendido. Esto ayuda a mantener las activaciones en un rango
controlado, lo cual favorece una propagacion de gradientes mas robusta, permitiendo entrenar redes
mas profundas de manera eficiente.

2.3.1. Ejemplo Practico
En este ejemplo el bloque residual ResidualBlock toma una entrada z, la pasa por dos capas
convolucionales con activacién intermedia, y luego suma el resultado con la entrada original.

y = ReLU(F(x) + z) (2.1)

donde z es la entrada, F(z) es el residuo aprendido, y la suma es una conezion residual que facilita
la propagacion del gradiente. Esta suma permite que el modelo aprenda tinicamente los cambios
necesarios (el residuo) y no la transformacion completa, haciendo que el entrenamiento sea mas
estable y eficiente.
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Implementacion en PyTorch

En el c6digo SmallResNet, la imagen de entrada pasa por una convolucion inicial para aumentar el
numero de canales, luego por dos bloques residuales que refinan progresivamente las representaciones,
y finalmente por una convoluciéon de salida que produce la imagen reconstruida.

class ResidualBlock (nn.Module) :
def init__(self, channels):

super () . __init__Q)

self.convl = nn.Conv2d(channels, channels, 3, padding=1) # la convolucion
self .bnl = nn.BatchNorm2d (channels) # BN

self.conv2 = nn.Conv2d(channels, channels, 3, padding=1) # 2a convolucion
self.bn2 = nn.BatchNorm2d (channels) # BN

def forward(self, x):

identity = x # Conexion residual
out = F.relu(self.bnl(self.convl(x))) # Conv + BN + ReLU
out = self.bn2(self.conv2(out)) # Conv + BN
return F.relu(out + identity) # Suma residual y activacion
class SmallResNet (nn.Module) :
def __init__(self, in_channels=1, base_channels=64):
super () . __init__Q)
self .input_conv = nn.Conv2d(in_channels, base_channels, 3, padding=1)
self .resl = ResidualBlock(base_channels) # ler bloque residual
self .res2 = ResidualBlock(base_channels) # 2do bloque residual

self .output_conv = nn.Conv2d(base_channels, 1, 3, padding=1) # Salida final

def forward(self, x):

x = F.relu(self.input_conv(x)) # Activacion inicial

x = self.resl(x) # Primer paso residual
x = self.res2(x) # Segundo paso residual
return self.output_conv(x) # Generacion de salida

Listing 2.3: Ejemplo de una red residual simple en PyTorch

Una vez definida podemos crear un codigo simple para entrenarla como el que se muestra a
continuacion.

x_train = torch.randn (100, 1, 28, 28) # Imagenes entrada
y_train = x_train + 0.1 * torch.randn_like(x_train) # Objetivo con ruido
loader = Dataloader (TensorDataset(x_train, y_train), batch_size=10)
model = SmallResNet () # Modelo

loss_fn = nn.MSELoss () # Perdida MSE

opt = torch.optim.Adam(model.parameters (), lr=1e-3) # Optimizador

for epoch in range (10):
for x, y in loader:
opt.zero_grad () # Reset gradientes
loss = loss_fn(model(x), y) # Calculo perdida
loss.backward(); opt.step() # Backprop y actualizacion
print (f"Epoch {epoch+1}: {loss.item():.4f}") # Mostrar perdida

Listing 2.4: Entrenamiento simple de red residual

Esta arquitectura puede integrarse facilmente en arquitecturas mas complejas como U-Nets o
generadores de GANSs.
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2.4. Mecanismos de atencion

Los mecanismos de atencién han demostrado ser herramientas poderosas en redes neuronales
profundas, al permitir que el modelo seleccione dindmicamente las caracteristicas mas relevantes
para una tarea dada. Inspirados por mecanismos biologicos de enfoque visual selectivo, estos métodos
buscan realzar las representaciones informativas y suprimir aquellas menos utiles [16,17],

Una de las formas mas eficaces y computacionalmente ligeras de implementar atenciéon en redes
convolucionales es a través de los bloques Squeeze-and-FEzcitation (SE), introducidos por Hu et al. [18],
Estos bloques permiten a la red recalibrar dindmicamente los canales de sus mapas de activacion,
modelando explicitamente las interdependencias entre canales.

Fo. (,W)

et

H' F”' H Fscaie (:)

 ——

/4

(‘! I (" (1

Figura 2.7: Proceso de Squeeze and Excite

2.4.1. Fundamentos Matematicos del Bloque SE

! ! / .
Dado un tensor de entrada X € RE*H'*XW' ogte primero se transforma a un nuevo tensor de
caracteristicas U = F,.(X) € RE*H*XW 'hor medio de una operaciéon convolucional o residual previa.

El bloque Squeeze-and-Excitation aplica atenciéon canal-dependiente a U mediante las siguientes
etapas:

1. Squeeze (Fy;): Se aplica un promedio global por canal a U, generando un descriptor de

contexto global:
1 LK
ZC:H’.‘/I/;;UC’i’j, paraczljn"c
=1 9=

Esto produce un vector z € R1*1xC,

2. Excitation (F¢;): El vector z es transformado mediante una red neuronal de dos capas
completamente conectadas con activacion intermedia ReLLU y sigmoide al final:

S = O'(WQ . (5(W1 . Z))
Cxc cx& sz 1x1xC
donde W7 € R+*%, Wy € R¥*+, y 4 representa la funcion ReLU. El resultado s € R
contiene los coeficientes de atencién por canal.

3. Scale (Ficqe): Finalmente, se realiza una reponderacion canal por canal del tensor original U
con los coeficientes aprendidos:

XC:sC-UC, parac=1,...,C

obteniendo la salida recalibrada X € RE*HxW

Este mecanismo introduce una atencion dindmica entre canales, permitiendo que la red enfoque
su capacidad representacional en aquellas activaciones que son més relevantes en el contexto global,
como se ilustra en la Figura 2.7.
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2.4.2. Aplicaciones y Beneficios

Los bloques SE han sido incorporados exitosamente en arquitecturas profundas como ResNet,
DenseNet o Inception, mejorando su precision sin introducir un costo computacional significativo [18],
En tareas de vision por computadora, estos bloques han demostrado mejorar la capacidad del modelo
para enfocar regiones relevantes del espacio de caracteristicas y facilitar el aprendizaje profundo al
mejorar el flujo de gradientes.

Ademés, su implementacion modular los hace compatibles con tareas como clasificacion,
segmentacion, y super-resolucion, lo que explica su integraciéon frecuente en arquitecturas residuales
modernas 19,

2.4.3. Ejemplo

import torch
import torch.nn as nn

class SEBlock (nn.Module):

def __init__(self, channels, reduction=16):
super (SEBlock, self).__init__()
self .pool = nn.AdaptiveAvgPool2d (1) # Global average pooling
self.fc = nn.Sequential(
nn.Linear (channels, channels // reduction), # Bottleneck: reduce dim
nn.RelLU(inplace=True),
nn.Linear (channels // reduction, channels), # Restore original dim
nn.Sigmoid () # Attention weights [0,1]
)
def forward(self, x):
b, ¢, _, _ = x.size()
y = self.pool(x).view(b, c) # Compress spatial info
y = self.fc(y).view(b, c, 1, 1) # Expand back to conv shape
return x * y.expand_as (x) # Scale input by attention

Listing 2.5: Bloque Squeeze-and-Excitation en PyTorch

18



Super Resolucion

3.1. Super Resolucion de Iméagenes

La staper resolucion es el proceso de obtener imagenes de alta resolucion (HR, por high resolution)
a partir de una o mas imagenes de baja resolucion (LR, por low resolution) mediante una variedad de
técnicas de vision computacional. Este problema inverso ha sido objeto de estudio durante décadas
debido a su importancia en areas como la industria del entretenimiento, microscopia, medicina,
vigilancia y la astronomia moderna.

El reto principal radica en la naturaleza inherentemente ambigua del proceso: miltiples imégenes
de alta resoluciéon pueden corresponder a una misma imagen de baja resolucién debido a la pérdida
de informaciéon espacial durante la adquisicién o muestreo, es por esto que en la actualidad la tarea
de estudio central de la stiper resolucién es determinar el proceso de degradacién que tuvo la
imagen de alta a baja resolucién y asi invertirlo.

Figura 3.1: El espacio de todos los posibles resultados de super resolucién

Es de esta forma que a lo largo de los anos se han definido una variedad de técnicas que van desde
enfoques deterministas (como los presentados con las interpolaciones) hasta los mas contemporaneos
basdndose en el aprendizaje de los datos usando técnicas de aprendizaje automatico, llevindonos a
nuevas fronteras antes desconocidas para la mejora de los resultados en esta érea.

Re-escalado o Sobre Muestreo Una pregunta natural que surge al hablar sobre siuper resolucidn
radica en entender la diferencia entre re-escalar o sobresembrar una imagen. Recordemos que de
manera esencial el proceso de stuper resoluciéon busca revertir el proceso de degradado de una imagen,
aumentando la informaciéon existente en la misma; en ocasiones esto se relaciona con aumentar la
dimensién espacial de una imagen, sin embargo en la mayoria de las ocasiones se trata més de un
proceso denominado en el drea de procesamiento de sefiales como sobre muestreo ya que buscamos
reconstruir los detalles faltantes.

3.2. Primeros métodos: aproximaciones clasicas

Antes de la era del aprendizaje profundo, las soluciones al problema de stuper resolucion se basaban
principalmente en técnicas de interpolaciéon donde el estimado de los valores espaciales faltantes se
realizaba empleando procedimientos estadisticas aplicadas a los valores existentes. Estos métodos
no requerian datos de entrenamiento y se basaban tnicamente en la informacién contenida en la
imagen de baja resolucion.
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3.2.1. Interpolacién por vecino mas cercano (Nearest Neighbor)

Este método asigna a cada pixel de la imagen escalada el valor del pixel mas cercano en la imagen
original. Es una forma de muestreo donde no se realiza interpolacién real, solo se duplican los pixeles
segin el factor de escala.

Formalmente, si la imagen original esta definida en una cuadricula I(i,j) y queremos obtener un
nuevo valor en la posicion flotante (z,y), el valor interpolado se define como:

Inn(z,y) = I (round(z), round(y))

Esta operacion consiste en seleccionar el pixel cuya coordenada discreta se encuentra mas préxima a
(z,y) de acuerdo con la métrica ¢, también conocida como distancia del tazista, la cual se define
como:

d, (2, 9), (i,5)) = |z =il + |y — J

Linlnm+1] o
Liyln+lm+1]
out(ab)
Lout(@  Ligln+1]
éin [n] ‘ ' [ 1,m)
L, [n,m]
n, m+1 / n+l, m+1
///
/
[/ (a,b)
n a n+l n,m n+l,m
(a) 1D Nearest neighbor interpolation (b) 2D Nearest neighbor interpolation

Figura 3.2: Diagrama de funcionamiento de interpolacién por vecino mas cercano

Esto equivale a aplicar un kernel escalén:

1 si .
h(a:):{ si x| < 0.5

0 en otro caso

Ejemplo: Consideremos una matriz 2x2:

10 20
I =
30 40
Supongamos que queremos escalarla con un factor s = 2, es decir, a una imagen 4x4. Para ello, cada
pixel original se replica en un bloque de 2 x 2.

Desarrollo de una columna: Veamos céomo se interpola la primera columna:

10
10
30
30

10
Original: [30] —  Reescalada:

Cada valor de la columna original se replica verticalmente segtn el factor de escala.
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Resultado completo

10 10 20 20
Iy = 10 10 20 20
30 30 40 40
30 30 40 40

Ventajas y desventajas Este método es extremadamente rapido y simple, sin embargo
rapidamente produce bordes dentados y no reconstruye detalles suaves ni texturas, teniendo problemas
en casos de re-escalado impar, donde se produce sobre representaciéon de pixeles dando como resultado
bloques asimétricos.

Codigo Esta técnica es facilmente reproducible en Python empleando la biblioteca OpenCV, se
presenta la implementacién a continuacion.

import numpy as np
import cv2
import matplotlib.pyplot as plt

# Cargar la imagen desde el archivo
img = cv2.imread('example_image_150.jpg"')

# Convertir de BGR (OpenCV) a RGB (matplotlib)
img_rgb = cv2.cvtColor (img, cv2.COLOR_BGR2RGB)

# Escalar la imagen al doble usando interpolacion de vecino mas cercano
nn = cv2.resize(img_rgb, None, fx=2, fy=2, interpolation=cv2.INTER_NEAREST)

# Mostrar la imagen resultante

plt.imshow (nn)

plt.title("Interpolacion por vecino mas cercano")
plt.axis("off")

plt.show ()

Listing 3.1: Nearest neighbor interpolation in OpenCV

Una vez ejecutado este cddigo con la imagen deseada apodemos obtendremos los siguientes resultados.

(a) Imagen original 150x150 px (b) Imagen resultante 300x300 px

Figura 3.3: Resultados de interpolacién Nearest neighbor.
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3.2.2. Interpolacién bilineal

La interpolacion bilineal es una técnica utilizada para estimar el valor de un pixel en una posiciéon
no entera (a,b) dentro de una imagen escalada asumiendo que el valor de la imagen cambia de forma
lineal entre pixeles, es decir, interpola sobre un plano definido por los cuatro valores vecinos. Este
valor se obtiene como una combinacion lineal ponderada de los cuatro pixeles vecinos mas cercanos
en la imagen original.

Supongamos que (a, b) es una coordenada flotante, y que (n, m) representa la coordenada entera
inferior (esquina superior izquierda) del bloque 2 x 2 que contiene a (a,b). Los pixeles vecinos
relevantes son:

Ein[n,m], Ein[n+1,m], Ein[n,m—l—l], Ein[n+1,m+1]

El valor interpolado en la posiciéon (a,b) se calcula mediante la formula:
lout(a,b) = (1—t5)(1—ty) bin[n, m]+t5(1—ty) lin[n+1, m]+(1—ty)ty bin[n, m+1]+toty lin[n+1, m+1]

donde:

t, =a—n, ty=b—m

Los términos t, y t, representan la distancia relativa del punto (a, b) respecto a la esquina superior
izquierda del bloque en las direcciones x y ¥, respectivamente.

Lilnm1]

zout(n,b) ‘ fout(a,mﬂ)

Y. [n+1,m+1]
Y Lipln+1] “a N ’
out(@) in'2

Liglr! + Liplnml
mn ¥

1

i

1 n, m+1 /

1 /

N A r

: | /(a.b)
/

1 1

o v
n a n+l n,m n+l,m
(a) Linear interpolation (b) Bilinear interpolation

Figura 3.4: Diagrama del funcionamiento de la interpolacion bilinear

Ejemplo: Consideremos la misma matriz 2x2:
~ |10 20
~ (30 40

Supongamos que queremos interpolar el valor en la posicion (0.5,0.5), que se encuentra en el centro
del cuadrado formado por los cuatro pixeles. Los cuatro valores vecinos son:

1(0,0) =10,  woo = (1 —0.5)(1 — 0.5) = 0.25
I(1,0) =30, wy=05-0.5=0.25
1(0,1) =20,  wey =0.5-0.5=0.25
I(1,1) =40, wy; =0.5-0.5=0.25

Entonces, el valor interpolado es:

1i1(0.5,0.5) = 10 - 0.25 + 30 - 0.25 4 20 - 0.25 + 40 - 0.25 =
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Ventajas y desventajas Al aplicar este método podemos darnos cuenta como la calidad con
respecto al método de vecino mas cercano es superior, presentando transiciones suaves con un bajo
coste computacional, sin embargo su principal debilidad es esto mismo, al suavizar tanto los bordes
tenemos un efecto de desenfoque muy pronunciado, borrando detalles finos y omitiendo texturas.

Resultado completo Notemos como a diferencia del método del método de vecino mas cercano,
para los casos donde no tengamos al menos 4 valores para realizar la interpolacién no podemos
realizar un calculo directo, es en este caso que empleamos técnicas de extrapolacién, para este
ejemplo concreto copiamos el valor del borde mas cercano, de tal forma que después de los calculos
correspondientes, obtenemos el siguiente resultado final

10 20 30 30
- 15 25 35 35
20 30 40 40
20 30 40 40

Codigo Implementando en Python empleando la biblioteca OpenCV obtenemos el siguiente cdédigo:

import numpy as np

import cv2

import matplotlib.pyplot as plt

# Cargar imagen desde archivo (OpenCV la carga en formato BGR por defecto)
img = cv2.imread("imgl.png")

img = cv2.cvtColor (img, cv2.COLOR_BGR2RGB) # Convertir de BGR a RGB

# Redimensionar la imagen usando interpolacion bilineal (duplicar dimension)
bilinear = cv2.resize(img, None, fx=2, fy=2, interpolation=cv2.INTER_LINEAR)
# Mostrar la imagen escalada

plt.imshow(bilinear)

plt.title("Bilinear interpolation")

plt.axis("off")

plt.show ()

# Imprimir la matriz del canal rojo

print ("Scaled matrix (Red channel):")

print (bilinear[:, :, 0])

Listing 3.2: Bilinear interpolation in OpenCV with 2x2 matrix

Una vez ejecutado este cddigo con la imagen deseada apodemos obtendremos los siguientes resultados.

(a) Imagen original 150x150 px (b) Imagen resultante 300x300 px

Figura 3.5: Resultados de interpolacion Bilineal.
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3.2.3. Interpolacién bicibica

La interpolacion biciibica es un método que estima el valor de un nuevo pixel como una combinacion
ponderada de 16 pixeles vecinos, organizados en una vecindad de 4 x 4. Esto permite obtener imégenes
més suaves y agradables visualmente que con métodos més simples como el vecino més cercano o la
interpolacién bilineal.

Formalmente para una coordenada flotante (z,y), se identifica el pixel entero inferior mas cercano:

(i,5) = (L=, ly))

El valor interpolado se calcula como:

Iblcxy Z Z z—i—m,]—|—n)h(x—(z—i—m))h(y—(]+n))

m=—1n=-1
donde h(t) es una funcién polinémica de grado 3 definida por tramos, que asigna pesos segin
la distancia al punto (x,y).

La funcion h(t) depende de un parametro a € [—1,0], siendo comanmente a = —0.5. Esta funcion
se define como:
(a+2)tP = (a+3)t*+1 silt| <1
h(t) = 4 alt]® — 5alt]? + 8alt| —4a  sil<|t| <2
0 sift| >2

Ejemplo Sea la siguiente matriz 4x4:

10 20 30 40
[ 20 30 40 50
30 40 50 60
40 50 60 70

Queremos interpolar el valor en (1.5,1.5), que se encuentra en el centro de la submatriz central. Los
elementos relevantes para el calculo son:

= Centro entero inferior: ¢ =1, 7 =1
» Se consideran los pixeles vecinos I(i +m, j+n) con m,n € {—1, 0, 1, 2}
» Evaluamos el kernel ciibico en la forma h(1.5 — (i +m)) = h(0.5 — m) para cada m, y de forma

analoga para n

Calculo parcial del kernel: Usamos a = —0.5. Para ejemplo:

R(0.5) = (1.5)(0.5)% — (2.5)(0.5)% +1 = 0.1875 — 0.625 + 1 = | 0.5625

Igualmente:

h(—0.5) = h(0.5) = 0.5625, h(1.5) = —0.0625, h(—1.5) = h(1.5) = —0.0625
Interpolaciéon final El valor interpolado es:

Inie(1.5,1.5) = Z Z (1+m,14n)-h(0.5—m)-h(0.5—n)

m=—1n=-—1

Este calculo involucra un total de 16 valores de la imagen (provenientes de una vecindad 4 x 4), junto
con 16 evaluaciones del kernel ctibico h, que actian como pesos. Luego, se realizan 16 multiplicaciones
entre los valores y sus respectivos pesos, seguidas de una suma total para obtener el valor interpolado.
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Ventajas y desventajas Una de las principales ventajas de la interpolacién bictibica es que
produce bordes més suaves y una mejor continuidad visual en la imagen. Sin embargo, su principal
desventaja es que resulta mas costosa computacionalmente que la interpolacién bilineal, y puede
generar artefactos de sobreoscilaciéon cuando se aplica a imagenes con alto contraste.

import numpy as np
import cv2
import matplotlib.pyplot as plt

# Cargar imagen desde archivo

img = cv2.imread('example_image_150.jpg')

# Convertir de BGR (formato de OpenCV) a RGB (para matplotlib)
img_rgb = cv2.cvtColor (img, cv2.COLOR_BGR2RGB)

# Escalar la imagen usando interpolacion bicubica (2x)

bicubic = cv2.resize(img_rgb, None, fx=2, fy=2, interpolation=cv2.INTER_CUBIC)
# Mostrar la imagen escalada

plt.imshow(bicubic)

plt.title("Bicubic interpolation")

plt.axis("off")

plt.show ()

# Guardar imagen escalada

7 plt.imsave ("img_bicubic.jpg", bicubic)

Listing 3.3: Bicubic interpolation in OpenCV

Obteniendo Asi el siguiente resultado:

(a) Imagen original 150x150 px (b) Imagen resultante 300x300 px

Figura 3.6: Resultados de interpolacién Bilineal.

3.2.4. Limitaciones de los métodos clasicos

Estos métodos clasicos, aunque ttiles en aplicaciones simples, comparten limitaciones fundamentales:

= No recuperan detalles perdidos durante el muestreo original.
= No aprovechan informaciéon contextual ni patrones seméanticos.

= Generan resultados que no se alinean con la percepcion humana de calidad.

Esto motivé la exploracion de métodos de aprendizaje automatico capaces de aprender
transformaciones més complejas a partir de grandes cantidades de datos.
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3.3. Super resolucién basada en aprendizaje profundo

El desarrollo del aprendizaje profundo ha revolucionado el campo de la siper resolucion (SR),
los enfoques que emplean redes neuronales profundas han adquirido gran relevancia en el area.
Esta popularidad se debe principalmente a su habilidad para aprender de manera automética
transformaciones complejas y no lineales que permiten reconstruir imagenes de alta resolucion (HR) a
partir de versiones de baja resolucion (LR) capturando detalles de alta frecuencia que antes parecian
imposibles, recuperando texturas, detalles estructurales y patrones de manera eficiente.

n; feature maps n2 feature maps
of low-resolution image of high-resolution image
o ) f2 X fa f3 X f3
Low-resolution i\ T g ——Z====4-_ 1 ——p—————_ _ [\ -.' High-resolution
image (i ) == il e R I I I B i .
ge (input) M _— J__ - | image (output)

Patch extraction

. Non-linear mapping Reconstruction
and representation

Figura 3.7: Diagrama del funcionamiento de la red convolucional SRCNN

Esta metodologia destaca por su fuerte enfoque en el uso de grandes conjuntos de datos,
mediante los cuales las diferentes arquitecturas de redes neurales aprenden a reconstruir los pixeles
faltantes usando el conocimiento adquirido de imégenes similares; este proceso se puede dar en
diferentes etapas de la red neuronal, lo que nos permite obtener una gran variedad de arquitecturas
con diferentes propositos.

3.3.1. Principales arquitecturas en SR mediante aprendizaje profundo

Podemos agrupar los enfoques de redes neuronales mas usados dentro de las siguientes cuatro clases
de arquitecturas:

1. Redes neuronales convolucionales (CNNs): Representan la base de la mayoria de
los primeros avances. Modelos como SRCNN 20 y sus sucesores (VDSR, EDSR, RCAN)
demuestran que el aumento de profundidad y el uso de bloques residuales y atenciéon permiten
reconstrucciones cada vez més precisas.

2. Redes generativas adversarias (GANs): Introducidas en SR por SRGAN 21l estas redes
utilizan una competencia entre un generador y un discriminador para mejorar la calidad
perceptual de las imagenes, priorizando la plausibilidad visual por encima de métricas
tradicionales como PSNR.

3. Autoencoders variacionales (VAEs): Menos frecuentes, pero utiles para aprender
representaciones latentes suaves. Se aplican a veces como regularizaciéon o como parte de
arquitecturas hibridas.

4. Modelos de difusioén: Recientemente se han convertido en el estado del arte perceptual.
Meétodos como D3SR 22l SeeSR [23] y variantes de Stable Diffusion adaptadas para SR 124
permiten reconstrucciones realistas de alta fidelidad mediante un proceso inverso de refinamiento
estocéstico.

Ademaés, existen arquitecturas mixtas o especializadas:
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= Transformers: redes como SwinIR[*l y sus variantes (Swin2SR, SwinFIR) combinan
autoatencion con convoluciones para capturar dependencias de largo alcance.

= Modelos ligeros: como FSRCNN o MobileSR disenados para dispositivos embebidos.

» Métodos ciegos (blind SR): donde no se asume conocimiento de la degradacion (p.ej.,
Real-ESRGAN, StarSRGAN).

Meétodos de aumento de resoluciéon

La estrategia del aumento de resolucion (también llamada sobre muestreo o como upsampling en
inglés) dentro de una red neuronal es una decision arquitectonica crucial en tareas de stuper resolucion
(SR), ya que impacta directamente la calidad de reconstruccion y la eficiencia computacional. A lo
largo del tiempo se han propuesto diversos enfoques, los cuales pueden agruparse en las siguientes
categorias:

= Aumento antes de la entrada de la red
Este enfoque, empleado en modelos pioneros como SRCNN, consiste en aplicar primero un
método de interpolacion tradicional (e.g., bictibica) para escalar la imagen de baja resolucion
(LR) a una resolucién mayor aproximada. Posteriormente, una red convolucional (CNN) refina
esta imagen para reconstruir detalles mas precisos.

e Ventajas: Simplifica la tarea de la red, ya que se enfoca en el refinamiento. Admite
factores de escala arbitrarios.

e Limitaciones: La interpolaciéon puede introducir desenfoques y ruido. Ademas, operar
en el espacio de alta resolucion desde el inicio incrementa el costo computacional.

= Aumento al final de la red
Este marco realiza las operaciones principales en el espacio de baja resolucién, aplicando
el upsampling al final mediante capas aprendibles. Un ejemplo destacado es ESPCN, que
introduce la convolucion sub-pixel.

e Ventajas: Alta eficiencia computacional y menor consumo de memoria. Adecuado para
aplicaciones en tiempo real.

e Contribuciones: ESPCN es considerablemente méas rapido que los métodos anteriores
basados en CNNs, gracias al uso de capas de upsampling de extremo a extremo.

= Aumento progresivo
Modelos como LapSRN escalan la imagen en multiples etapas. En cada paso se aplica un
pequenio aumento de resolucion seguido de un refinamiento, descomponiendo el problema en
subproblemas més manejables.

e Ventajas: Facilita el aprendizaje para factores de escala grandes y permite SR multiescala
en una sola arquitectura.

e Limitaciones: Aumenta la complejidad del diseio del modelo y puede presentar
inestabilidad durante el entrenamiento.

Capas especificas de Upsampling
Ademas de los marcos conceptuales, se utilizan diferentes tipos de capas para realizar el upsampling:

» Convoluciéon Transpuesta (Deconvolution): Inserta ceros en la imagen para expandirla
antes de aplicar convolucion. Puede generar artefactos como patrones de tablero de ajedrez
por solapamiento irregular.
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» Capa Sub-pixel (Pixel Shuffle): Genera multiples canales a través de convolucion y los
reorganiza espacialmente. Es mas eficiente que la convoluciéon transpuesta y ofrece mayor
campo receptivo.

s Médulo Meta-Upscale: Permite upsampling para factores de escala arbitrarios mediante
meta-aprendizaje. Aprueba zoom continuo en un solo modelo sin necesidad de reentrenar.

3.3.2. Meétricas en Super Resolucion

La evaluacion objetiva de modelos de siiper resolucion es un desafio abierto, especialmente cuando las
imagenes objetivo tienen caracteristicas perceptuales o estadisticas alejadas de lo natural, como en
el caso de datos cosmoldgicos. A continuacion, se presenta una revision estructurada de las métricas
clasicas, perceptuales y basadas en aprendizaje profundo, junto con sus limitaciones y dominios de
aplicacion.

Meétricas Clasicas: Simples pero Limitadas

Las métricas tradicionales como el Error Cuadratico Medio (MSE) y la Relacion Pico Senal-Ruido
(PSNR) se han utilizado ampliamente por su simplicidad computacional. Miden diferencias de
intensidad entre iméAgenes a nivel de pixel:

» MSE (Mean Squared Error): calcula el promedio del error cuadratico entre pixeles
correspondientes.

» PSNR (Peak Signal-to-Noise Ratio): expresa el error MSE en dB, favoreciendo
reconstrucciones mas suaves.

Si bien estas métricas son interpretables y faciles de calcular, no correlacionan adecuadamente con
., . ? . . .
la percepcion visual humanal?l. Por ejemplo, una imagen con bajo MSE puede contener artefactos
estructurales evidentes para un observador humano.

Similitud Estructural: SSIM y Derivados

El Indice de Similitud Estructural (SSIM) [?l fue propuesto como una mejora perceptual frente al
MSE. Evalta imégenes en términos de luminancia, contraste y estructura local, reflejando mejor
como percibe el ojo humano los detalles organizados. SSIM ha sido ampliamente adoptado como
métrica base en tareas de visiéon por computadora.

Otros métodos relacionados incluyen:

» MS-SSIM: Extension multiescala que mejora la robustez ante degradaciones globales[?l.

Meétricas Perceptuales y Basadas en Informacién Visual

En respuesta a las limitaciones de SSIM y PSNR, se han desarrollado métricas mas avanzadas,
basadas en teoria de la informacion, propiedades estadisticas o redes neuronales entrenadas.

» FSIM (Feature Similarity Index)!’l: Utiliza la phase congruency y el gradiente para
capturar bordes y estructuras salientes, correlacionando bien con la percepcién humana.

. . . . ? . . .
= VIF (Visual Information Fidelity)!*l: Modela la imagen como un proceso estocastico
multiescala y estima cuanta informacién visual se retiene en la reconstruccion, considerando el
sistema visual humano como canal de transmision.

» MAD (Most Apparent Distortion)’l: Ajusta su comportamiento segin la visibilidad de
las distorsiones, distinguiendo entre artefactos sutiles y evidentes.

» LPIPS (Learned Perceptual Image Patch Similarity)!’): Entrena redes neuronales
profundas para medir similitud perceptual a nivel de parches de imagen. Se ha validado
ampliamente contra juicios humanos.
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= DISTS (Deep Image Structure and Texture Similarity)[*l: Combina activaciones
neuronales relacionadas con textura y estructura, ofreciendo una mejor correlacién con
percepciones humanas complejas.

3.3.3. Evaluacién en Imagenes No Naturales: Caso Cosmolégico

En dominios como la cosmologia, donde las imégenes no contienen objetos definidos y presentan
caracteristicas estadisticas gaussianas o multifractales, las métricas perceptuales basadas en bordes o
estructuras naturales pueden no ser adecuadas. En estos casos:

= VIF es preferible por su enfoque informacional multiescala, capaz de capturar la preservacion
de propiedades estadisticas relevantes.

= DISTS y LPIPS también han mostrado utilidad al correlacionar con detalles espaciales o
texturales no evidentes para métricas clasicas!?.

3.3.4. Implementacién Practica

El céalculo de estas métricas puede realizarse mediante diversas herramientas de c6digo abierto:

= scikit-image para PSNR, SSIM y MSE.
» piq (Perceptual Image Quality) y TorchMetrics para LPIPS, DISTS, VIF y MS-SSIM.

= pywt y modelos Gaussian Scale Mixture para implementar variantes personalizadas de VIF o
MAD.

Estas métricas pueden integrarse en flujos de evaluacion de modelos de super resolucién, como
métricas de validacién, scoring o pérdida perceptual durante entrenamiento.

3.4. Wavelets

Las wavelets son funciones base utilizadas para descomponer senales e imégenes en miltiples niveles
de resolucion y frecuencia. Esta descomposicién multiescala resulta tutil para métricas como VIF, que
necesitan analizar la informacién en diferentes escalas, desde la estructura global hasta los detalles
maés finos.
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Wavelets

Dentro del analisis de senales, existen diversas técnicas que permiten extraer distintas caracteristicas
de la senal que buscamos estudiar. En este contexto, dos técnicas son ampliamente utilizadas: el
analisis de amplitud y el andlisis de Fourier.

Ambas técnicas nos permiten obtener informacion certera de dos componentes esenciales de la
senial por separado: la componente temporal y laa componente frecuencial. Sin embargo,
en una gran variedad de aplicaciones es de gran utilidad conocer ambas componentes de manera
simultanea. Para responder a esta necesidad surgen los Wavelets, herramientas mateméticas que
permiten identificar la presencia de distintas frecuencias en una senal dentro de intervalos de tiempo
especificos, exploraremos su funcionamiento y aplicaciones.

4.1. Definiciéon

La palabra wavelet proviene del inglés donde puede ser traducida como “onda pequena”, formalmente
los wavelets son un conjunto de funciones oscilatorias ¢ (t) (reales o complejas) continuas, cuadrado
integrables, de soporte compacto (es decir, decaen rapidamente) y que pueden fungir como base para
construir otras funciones.

Bajo la interpretacién original de Morlet, matematicamente este comportamiento se describe
mediante la siguiente expresion:

Yab(t) = \}& (t ; b> -

donde a es el factor de escala del wavelet, mientras que b representa un factor de traslaciéon a lo
largo del tiempo.

»(t) 1 pt(t)
1
‘ t, ‘ /\ [Nt
-0.5 0f5 1 1.5 -3 -2 - 1 2 3
14
11
(a) Wavelet Haar. (b) Wavelet Morlet.

Figura 4.1: Ejemplos de Wavelets usados ampliamente.

Asi, al descomponer la sefial en los wavelets que la componen podemos conocer de manera
simultanea la informacién temporal y secuencial que la compone en el mismo analisis.

4.2. Transformada continua de Wavelets

Para extraer las componentes wavelets que componen una senal empleamos una técnica conocida
como transformada continua de wavelets, esta herramienta toma cono base un wavelet madre
(que es la manera en que nos referimos a la funcion generadora) que se escalara y trasladara de
manera continua obteniendo diferentes wavelets “hijos” los cuales de manera analoga a como sucede
en la transformada de Fourier al ser una base nos entregan una representacién de nuestra senal
en la escala de tiempo y frecuencial??l.
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Matematicamente esta operacion se define de la siguiente manera:

Xow(a,b) = Mllﬂ/:: 210 (t;b> dt

Donde a es el factor de escala del wavelet, b representa una traslacion a lo largo del tiempo y ¥
representa el dual de nuestra funciéon. Mientras que para recuperar nuestra senal original la
transformada correspondiente es:

o -1 oo & 1 ~(t—0 da

donde Cy, representa una constante que se calcula de la forma:

e [ biw) va()

Tomemos como ejemplo la senal mostrada en la figura 4.2, que corresponde al producto de 2
funciones seno individuales donde su frecuencia y amplitud varian en el tiempo.

1.59

1.04

0.51

0.0

Amplitud

—0.5 4

1ha(t) =sin (27- 81 - (t+0.2)%t)
4y (t) =sin (225 (¢ +0.1)t)

—-1.04

—1.54 — YO) =) exp (7('2;0“2‘527)

T T T T T T

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Tiempo (s)

Figura 4.2: Senal compuesta de 2 senales con frecuencia creciente

Esperariamos que al realizar nuestra transformada obtengamos de manera exacta los componentes
temporales y frecuenciales de la sefial como se muestra en la figura 4.3,

102 4 — fu(t)=81-(t+0.2)%

10! 4

Ln (Frecuencia (Hz))

10° 4 -

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Tiempo (s)

Figura 4.3: Grafico de frecuencia-tiempo de la senal

Sin embargo en la practica esto es muy dificl de obtener, principalmente por la relacién que tiene
este anélisis con principio de incertidumbre de Heisenberg. Una escala grande en los wavelets ofrece
buena resolucién en frecuencia pero baja precisién en tiempo, mientras que una pequena permite
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una excelente localizacion temporal a expensas de una menor resolucion en frecuencia, de esta forma
en un analisis balanceado obtendremos una grafica como la que podemos observar en la figura
4.4. Esta representacion de los coeficientes resultantes de la transformada de wavelets es conocida

2.5

108 4

—
v

102 4

Magnitud

T
—
=]

Ln (Frecuencia (Hz))

10! 4
r0.5

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
Tiempo (s)

Figura 4.4: Escalograma de coeficientes de wavelet Morlet complejo aplicados a la senal de la figura
4.2, donde la escala representa la magnitud de las compponentes en el tiempo

como escalograma y contiene informaciéon acerca de las frecuencias en la sefial, su ubicacién y la
magnitud con las que estas aparecen, notemos como en la figura 4.4 frecuencias mas bajas conllevan
a una menor certeza temporal, mientras que entre mas aumenta la frecuencia esta distorsion va
disminuyendo.

4.3. Transformada Discreta de Wavelets

Un aspecto importante a tratar en cualquier anélisis de sefiales es el costo computacional que requiere
realizarlo, dado que el costo computacional de realizar una transformada conitnua de wavelets es
computacionalmente alto, la transformada discreta de wavelets (DWT por sus siglas en inglés)
realiza el analisis en escalas y posiciones discretas, permitiendo una representacién mas compacta y
eficiente de las senales.

Su principio fundamental consiste en aplicar de manera sucesiva filtros de baja y alta frecuencia a
la senal original, dividiéndola en dos partes:

» Coeficientes de aproximaciéon (L): capturan las componentes de baja frecuencia de la senal,
representando su estructura global.

» Coeficientes de detalle (H): capturan las componentes de alta frecuencia, representando
cambios rapidos o detalles finos.

En cada nivel de descomposiciéon:

1. Se aplica una transformada a la senal, generando dos conjuntos: L; (baja frecuencia) y H;
(alta frecuencia).

2. Se copia el conjunto de baja frecuencia L1, que contiene la mayor parte de la informacién
importante.

3. El proceso se repite recursivamente sobre L, generando nuevos conjuntos Lo, Ho, y asi
sucesivamente.
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Este procedimiento jerdrquico permite descomponer la senal en miltiples niveles de resolucién,
como se ilustra en la Figura 4.5.

l transform

l transform

I L

lC opy

l transform

lCOpy

w

0 A,
N

[ A
M.,

A,
B L,

Figura 4.5: Esquema de la Transformada Discreta de Wavelets. En cada nivel, se aplica una
transformacion y se copia la parte de baja frecuencia para el siguiente nivel de analisis.

En términos mateméaticos, para una senal discreta z[n|, los coeficientes de detalle d[n] y los
coeficientes de aproximacion a[n] se calculan mediante convolucion y submuestreo:

dn] = Z z[k]g[2n — k] (detalle) aln] = Z xz[k|h[2n — k] (aproximacion)
k k

donde hlk] y g[k] son los filtros de paso bajo y paso alto, respectivamente, y el submuestreo por un
factor de 2 reduce la cantidad de datos a cada nivel.

Una vez méas usemos la senal de la figura 4.2, al aplicar nuestra transformada discreta usando el
wavelet discreto Daubechies con un nivel 4, obtenemos los coeficientes mostrados en la figura 4.6

Nivel de aproximacién 1 Nivel de aproximacién 2

1
N Il

Coeficiente

ol LA \J“H | “ 0 | ’\ “ ‘H”"‘
I

™ ‘ I

Nivel de aproximacion 3 Nivel de aproximacion 4

Z | / 1 ‘ NA “1“ H‘wﬂ
11 14 '\ | f‘M

. A A
i |

H | |
H ‘J \\A ww\“;‘\”‘ e
N \JH ;‘“‘\ u’
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OA_/

Coeficiente
|
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|
‘MH\‘J
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Figura 4.6: Coeficientes a cuarto nivel de transformada discreta de wavelets
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4.3.1. Su aplicaciéon en imagenes

Para una imagen bidimensional el proceso iterativo es similar al mostrado en la figura 4.5, en este
caso la DWT implica un proceso en dos etapas: primero se aplica esta transformacion en la direccion
horizontal y luego en la direccién vertical. Como sefiala Mallat 20l si las funciones pasa bajos y
pasa altos {¢(t),1 ()} generan una base ortonormal en L?(R), entonces se puede formar una base
ortonormal en L?(R?). El resultado es una jerarquia de subimagenes que representan distintos niveles
de detalle y aproximacion. Esta descomposicion produce cuatro tipos de coeficientes:

Approximation Vertical detail

Horizontal detail Diagonal detail

(a) Imagen a procesar (b) Resultado de la DWT. (c) Soporte en el espacio de Fourier.

Figura 4.7: Discrete Wavelet Transform en una imagen 2D

» Coeficientes de Aproximacion (LL): Contienen la informacion de baja frecuencia de la
imagen, representando la mayor parte de la energia visual (4rea gris central en la figura 4.7c).

o(z,y) = d(x)o(y)

» Coeficientes de Detalle Horizontal (HL): Capturan las caracteristicas de alta frecuencia
en la direccion horizontal (coeficientes 1% de la figura 4.7c).

v (z,y) = ¥(z)o(y)

» Coeficientes de Detalle Vertical (LH): Capturan las caracteristicas de alta frecuencia en
la direccion vertical (coeficientes 1} de la figura 4.7c).

b3 (z,y) = ¢(x)v(y)

» Coeficientes de Detalle Diagonal (HH): Representan las altas frecuencias que son
combinaciones de direcciones horizontales y verticales (coeficientes 13 de la figura 4.7c).

) (2, y) = P(z)y(y)

De manera anéaloga al caso unidimensional, este proceso puede continuar realizando las mismas
operaciones sobre las frecuencias bajas restantes de manera iterativa donde a cada nivel de resolucion
j € Z, estas funciones se dilatan y trasladan para construir las familias:

0 s . ’ (4.1)
w],n(m7y) = 2‘71/} (231'—"172]?/—”2)7 1= 172737
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con n = (ni,n2) € Z2. Bajo esta construccion, el conjunto completo de funciones {¢j,n,w§i7)1}

forma una base ortonormal de L?(R?), es decir:

W0 ) = 6 b, (4.2)

donde ¢ denota la delta de Kronecker. Esta ortogonalidad garantiza que la energia total de la
imagen esta preservada en los coeficientes (teorema de Parseval), que no existe redundancia, y que
la transformada es perfectamente invertible.

En consecuencia, esta transformada ofrece una representacion esparsa’, eficiente y
estructuralmente interpretable de imagenes que contienen bordes, transiciones abruptas
o texturas localizadas. Dicha representacién permite no solo la compresiéon efectiva de datos visuales,
sino también su analisis multiescala, extraccion de caracteristicas visuales y la supresion eficiente de
ruido.

Por ejemplo, al aplicar algoritmos de cuantizacién o umbralizacién a los coeficientes de detalle, es
posible obtener altos niveles de compresién sin degradar perceptiblemente la calidad de la imagen
reconstruidal?”-28]. Ademas, diversos estudios han demostrado que el comportamiento estadistico de
los coeficientes puede verse alterado por la presencia de ruido, lo cual debe considerarse especialmente
en contextos de transmision de datos o imagenes adquiridas en condiciones no ideales 29,

La propiedad de esparsidad implica que la mayoria de los coeficientes generados por la transformada son
insignificantes (cercanos a cero), mientras que solo una fracciéon reducida concentra la informacion méas relevante de la
senal visual

35



Diego Antonio Villalba Gonzélez 4. Wavelets

4.4. Transformada escalonada de Wavelets

Conocidas las técnicas anteriores, es natural preguntarse si existe alguna forma de lograr
representaciones que sean estables ante pequenas deformaciones, con bajo costo computacional y, al
mismo tiempo conserven la estructura multiescala de la senal original. La transformada escalonada
de wavelets o como nos referiremos de ahora en adelante Wavelet Scattering Transform (WST
por su nombre en ingés) surge como una técnica que permite extraer representaciones invariantes y
estables utilizando una cascada estructurada de convoluciones y no linealidades, manteniendo la
informacién esencial de la senal.

Tiene una construcciéon jerarquica basada en la aplicacion sucesiva de:

= Convoluciones con un banco de filtros wavelet.
» No linealidades (modulo) después de cada convolucion.
» Promedios mediante un filtro de baja frecuencia.
De esta manera, captura informacién en distintas escalas, proporcionando una representacion

robusta a variaciones locales y deformaciones pequenas. El procedimiento para realizar la WST se
ilustra en la figura 4.8 y se organiza de manera jerarquica en niveles:

Soiti::c*qf) T

|:’U*¢3\1|

SI’(t,Al) = |.’E*’l,b)\1|*(,ﬁ

o o L
|2 % s [ * 9, |

SI(t,)\l,)\g) = HI*'L&AI‘ *11))\2| *¢5

EESPHESHESHINGE 000000 00100000 0000000000000

Figura 4.8: Esquema de la Wavelet Scattering Transform. Cada nivel consiste en una convolucion,
aplicacién de moédulo y promediado.

1. Primer orden: La senal original x se convolve (denotado con x) con un conjunto de
wavelets 1)), , se toma el modulo estabilizando los coeficientes ante deformaciones pequenas, y
posteriormente se realiza un promedio con un filtro de baja frecuencia gaussiano ¢:

Sz(t,\) = |zxx | *¢p

2. Segundo orden: Se toman los coeficientes de primer orden |z x 1)y, |, se vuelven a convolver
con nuevas wavelets 1y,, aplicando nuevamente el médulo y el promedio:

Sx(t, A1, A2) = [|x*xhx, | * Yoy | * &

3. Tercer orden y superiores: El proceso puede repetirse sucesivamente, permitiendo capturar
interacciones de frecuencias mas complejas.

La estructura resultante se asemeja a la estructura de capas de una red neuronal convolucional
con la diferencia de que en esta estructura los kernels de cada convolucién estan definidos y no
necesita entrenamiento, dotando la arquitectura de una mayor interpretabilidad y control de los
coeficientes resultantes.
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4.4.1. Implementacién y visualizacién

Para ilustrar el funcionamiento practico de la Wavelet Scattering Transform (WST), aplicamos
el algoritmo de Mallat et al. 39 & una imagen de prueba. Utilizamos el paquete Kymatio, que
implementa eficientemente la WST para senales 2D.

Partimos de la misma imagen mostrada en la figura 4.7a, a la que se le aplica una WST de orden 2
con J = 2 niveles de escala y L = 5 orientaciones por escala. Esto genera una coleccion de coeficientes
Sz(t,A), donde cada A = (4, 0) representa una escala y orientacion.

(a) Coeficiente SY (b) Primeros coeficientes S* (c) Primeros coeficientes S

Figura 4.9: Resultados de aplicar la WST

En la Figura 4.10b, visualizamos algunos filtros ;¢ y el filtro de paso bajo ¢ en el dominio de
Fourier. Cada filtro v esta localizado en una corona espectral y orientado angularmente, permitiendo
una descomposicion selectiva en escala y orientacion.

=15 0.0 15

(a) Transformada de Fourier (FFT) de imagen original (b) Primeros coeficientes S*

Figura 4.10: K-Space resultante de la Transformada rapida de Fourier (FFT) de la figura 4.7a,
junto con el soporte usado por la WST realizada en la figura 4.9

Es importante notar como en la figura 4.9 se observa que cada canal responde a caracteristicas
distintivas de la imagen: bordes, patrones periédicos u orientaciones dominantes. Estas caracteristicas
son invariantes por traslacion y estables frente a deformaciones [30], lo que las hace ideales para tareas
de clasificacion, compresion o modelado estadistico.
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4.4.2. Propiedades estadisticas de la Transformada Wavelet Scattering (WST)

La Transformada Wavelet Scattering (WST) es un marco robusto para crear representaciones
de senales que son invariantes a traslaciones, estables ante deformaciones y capaces de preservar
informacién de momentos estadisticos de orden superior.

Marco matemaéatico

Dada una seial z € L?(RY), la WST aplica iterativamente convoluciones con filtros pasabanda
direccionales vy, seguidas por el médulo y un operador de promediado con filtro pasa bajas. Para
un camino p = (\q,..., A\y,), el propagador de scattering se define como:

Ulplz(u) = [[[x % hx, [ % ha,] -+ x ¥x,, |

Para lograr invariancia por traslacion, se aplica un filtro pasa bajas ¢, de escala 27:

Slplz(u) = Ulplz x g1 (u)
La representaciéon completa de scattering es:
Syx = {S[plz(u) }pep,,, m<m
Propiedades estadisticas

» Invariancia por traslacion: Cada coeficiente S[p]z(u) es invariante a traslaciones menores a
la escala 27:
7' (u) = z(u — ¢) = S[pla’ (u) =~ S[pz(u)

= Estabilidad ante deformaciones: La WST es Lipschitz continua respecto a difeomorfismos
suaves [31;
185 (Lrx) = Ss(2)]] < Cllz| - sup [V7(u)|
u

= Preservacion de estadisticas de orden superior: A diferencia del espectro de potencia,
que solo captura correlaciones de segundo orden, la WST preserva interacciones complejas
entre componentes frecuenciales 3!, Los coeficientes de primer orden actian como detectores
de energia:

Sul(z) = / 2% s, ()| % 6 () s

Los coeficientes de segundo orden miden co-ocurrencias entre bandas, reflejando momentos de
cuarto orden:

S[An, Ma]() = / 2 % 2, | % g | 67 (1) ds

Estos permiten distinguir senales no gaussianas que serian indistinguibles con solo el espectro
de potencia. Resultados empiricos confirman que la WST captura suficiente informacién para
reconstruir distribuciones no gaussianas y estimar parametros cosmologicos 2!, ofreciendo una
representacion robusta y adaptable a las propiedades de datos reales.

= Esperanza sobre procesos estacionarios: Para un proceso estacionario X, el valor esperado
de un coeficiente de scattering
E[S[plX (u)]
depende de los momentos estadisticos de orden superior de la distribuciéon de X, permitiendo
estimar estructuras no gaussianas de forma robusta.

= Invertibilidad y retenciéon de informacién: Bajo condiciones suaves, la WST conserva
suficiente informacion para reconstruir la senal (hasta una traslacion global), y la energia de
los coeficientes disminuye con el aumento del orden:

energia(S[p]z) = 0 cuando |p| — oo

Estas caracteristicas hacen de la WST una representacion estadistica de baja dimensiéon pero

expresiva, adecuada para clasificacion, modelado generativo e inferencia fisica, como se demostro
en 33l y 71,
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4.4.3. Correlaciones a larga distancia y estructuras jerarquicas

En muchas senales fisicas —como los campos de densidad cosmologicos— existen correlaciones que se
extienden mas alla de las escalas locales. Estas correlaciones a larga distancia no son explicables
unicamente a través de estadisticas locales o de segundo orden (como el espectro de potencia), sino
que implican interacciones entre estructuras multiescala: cimulos, filamentos y vacios que coexisten
y se correlacionan espacialmente.

El trabajo de Cheng et al.[32l y la tesis doctoral de Bruna !l demuestran que representaciones
jerarquicas como la Wavelet Scattering Transform (WST) permiten capturar estas correlaciones
a gran escala gracias a su estructura multirresolutiva y su estabilidad frente a deformaciones. En
particular, Cheng et al. muestran que los coeficientes de scattering retienen informacién suficiente
para modelar correlaciones espaciales de largo alcance, sin necesidad de reconstruir fases explicitas.

Justificacion matematica

Sea x(u) una realizacion de un campo fisico (por ejemplo, la densidad de materia oscura). La
correlacion de segundo orden esta dada por:

Ca(r) = Ela(u)e(u + 1)
Sin embargo, para campos no gaussianos, es necesario incorporar correlaciones de orden superior:
Cn(ri,...,tp—1) =E[z(uw)z(u+r1) - z(u+r,_1)]

Estas correlaciones de orden alto pueden mantenerse no nulas a distancias largas si el campo presenta
una estructura jerarquica persistente. Como muestran Bruna y Mallat, los coeficientes de
la WST actuian como estadisticos invariables que retienen dependencias multiescala entre bandas
espaciales y frecuenciales, lo cual es clave para caracterizar procesos fisicos no gaussianos.

Arquitecturas convolucionales jerarquicas

Las redes convolucionales profundas (CNN), especialmente aquellas con bloques residuales y
estructuras jerdrquicas multiescala, son herramientas poderosas para capturar dependencias espaciales
globales. Esta capacidad proviene del crecimiento progresivo del receptive field con la profundidad
de la red, lo cual permite que capas superiores respondan a patrones estructurales a escalas cada vez
mayores.

Una capa convolucional tipica puede expresarse como:

0. (Wa) s fO-1 4 b(l)) 7

donde:

O e REXHXW o5 1a activacion de la capa [,

» WO representa los filtros convolucionales,

b son los sesgos,

= o es una funcion de activaciéon no lineal.

A medida que la senal atraviesa capas sucesivas, el campo receptivo crece de manera exponencial,
facilitando la integracion de informacion local y global. Este principio es fundamental en arquitecturas
profundas como VGGNet 34, donde la composicion de convoluciones pequeiias y profundas da lugar a
filtros jerarquicos altamente especializados, o en redes como ResNet 351 donde los bloques residuales
permiten entrenar redes muy profundas sin degradacion de la senal.

Ademaés, se ha demostrado que unidades individuales en redes profundas aprenden representaciones
seméanticas complejas que son consistentes a través de inicializaciones distintas!3%. Este hallazgo
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indica que las CNNs pueden aprender funciones C‘n que aproximan correlaciones estadisticas de orden
alto, haciendo posible modelar interacciones no lineales de largo alcance, similares a las capturadas
por funciones de correlacién de orden superior en fisica estadistica.

Este tipo de representacion distribuida y jerarquica es especialmente tutil en problemas como la
reconstrucciéon de estructuras cosmoldgicas no gaussianas o la caracterizaciéon de patrones complejos
en imagenes médicas, donde las correlaciones simples no bastan para capturar la informacién relevante
del sistema.

4.5. Modelado probabilistico mediante la WST y resultados recientes

Una de las aplicaciones méas destacadas de la Wavelet Scattering Transform (WST) es su papel como
base estadistica para construir modelos probabilisticos de campos fisicos altamente no gausianos.
En particular, Cheng et al.[37l introducen el concepto de scattering spectra como una forma eficiente
y robusta de estimar el espacio de probabilidad de campos estacionarios, usando una versiéon reducida
y regularizada de los coeficientes de la WST.

4.5.1. Modelo de Gibbs con estadistica WST
El marco teoérico se basa en la construccion de modelos de Gibbs definidos por:

po(z) = Zleexp<—<e, o (x))) (4.3)
donde:

d . . . .. L1 .
» £ € R es un campo aleatorio donde el indice de sitio u pertenece a una red cubica
d-dimensional de tamano L.

®(x) € RM es un vector de estadisticas potenciales, de dimensién M.

0 = {0, }m<nr son los parametros conjugados.

Zy es la funcién de particiéon que asegura la normalizacion.

El elemento central del enfoque propuesto por Cheng et al. 7l radica en la eleccion del funcional
estadistico ®(x). En lugar de utilizar momentos tradicionales del campo z, los autores proponen
emplear el vector de espectros de scattering, definido como:

O(z) = S(z) = (S1(), Sa(x), S3(x), Sa()) , (4.4)

donde cada componente corresponde a una familia de momentos de distinto orden construidos a
partir de la transformada wavelet compleja Wx. Especificamente:

» S1(x)[A] = Ave, [|Wz[u, A]|]: estimador del valor esperado del médulo de los coeficientes
wavelet, asociado a estadisticas de primer orden.

= So(2)[A] = Avey [ [Wa[u, A]|? ]: estimador del espectro de potencias de segundo orden.

w Ss(z)[\,N] = Avey [|Walu, A]| - Wa*[u, N']]: correlaciones cruzadas de tercer orden entre
escalas y orientaciones distintas.

n Si(z)[N\ N, 9] = Ave, [W|Wa|[u, A, 7] - W|Wz|? % [u, N,7] |: estimador de correlaciones de
cuarto orden de la energia entre pares de bandas.

Este vector S(x) forma una representacion jerarquica y multiescala del campo x, que preserva
estadisticas de alto orden relevantes para modelar estructuras no gaussianas. Notablemente, la
dimension total del vector crece de forma logaritmica con la resolucién del campo:

dim S(z) = O(log? L),

lo que permite una compresion efectiva sin pérdida significativa de informaciéon estadistica.
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4.5.2. Justificacién tedrica y conexién con entropia maxima

Este enfoque es consistente con el principio de entropia maxima de Jaynes, que postula que la
mejor estimacion para una distribucion p(x) bajo restricciones E[®(x)] es aquella que maximiza
la entropia sujeta a esas restricciones. La WST proporciona una base natural para este tipo de
modelado, pues:

= Captura informacién multiescala y no gaussiana.
» Es invariante a traslaciones y estable frente a deformaciones pequenas.

= Proporciona estadisticas de baja varianza y alta interpretabilidad.

Esto permite construir modelos eficientes incluso con pocos ejemplos, mediante versiones
microcandnicas que restringen las muestras a cumplir aproximadamente | ®(z) — ®(z)|]? < e.
Formalmente, el conjunto microcanoénico se define como:

0. = {x e RV || ®(x) — ®(a)|? < g} (4.5)

Para n > 1 muestras Z;, la definicion de €. se extiende reemplazando ®(Z1) por Ave;®(%;). Si ®(x)
se concentra alrededor de E{®(x)}, el modelo microcanénico converge al modelo macrocanénico
cuando la longitud del sistema L tiende a infinito y ¢ tiende a 0.

Sintesis con la WST
El uso combinado de WST y CNN explota lo mejor de ambos mundos:

= La WST proporciona un conjunto de caracteristicas multiescala interpretables y estables, que
actiian como descriptores globales.

= La CNN residual captura relaciones espaciales jerarquicas y permite predecir correcciones
locales basadas en contexto multiescala.

Este enfoque integrado permite modelar el campo & como una muestra generada a partir de una
distribucién no gaussiana definida tanto por caracteristicas locales como globales:

z ~ p(z) o< exp (—(0, D(z)) — Ep(w))
donde:

» O(x) es el vector de coeficientes de WST (macroestructura),
» &y(z) es la energia aprendida mediante CNN (estructura jerarquica local),

= y el modelo actiia como una forma de modelo energético hibrido entre estadistica explicita
e inferencia neuronal.

4.5.3. Aplicaciéon al modelo generador

Este marco tedrico respalda el uso de la WST como entrada estadistica en modelos generativos como
el propuesto en esta memoria. Al entrenar una red residual para predecir Zyr = xup + Az, se puede
imponer que los coeficientes ® (%) sean similares a ®(z), integrando asi un conocimiento estadistico y
fisico en la tarea de super-resolucion, alineado con la distribuciéon de Gibbs:

min {2 =2l + X~ | @(2y) — @ ()]}

Este término regulariza el espacio de soluciones para que las correcciones aprendidas sean
estadisticamente coherentes con la fisica del campo subyacente.
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En el mundo contemporaneo, el analisis de los datos de entrada que damos a nuestros modelos de
inferencia estadistica es crucial no solo para un mejor entrenamiento, sino que es imprescindible para
dotarlo de una adecuada interpretacion; a menudo esta tarea se vuelve titanica dada la dimension
del espacio de pardmetros. Para resolver este problema surgieron los algoritmos de reducciéon de
dimensionalidad; estos buscan proyectar nuestros datos en un espacio dimensional més compacto
preservando la mayor cantidad de informacién posible, permitiéndonos buscar patrones o inferir
correlaciones 8], Es ast que el Analisis de Componentes Principales (PCA, por sus siglas en inglés)
surge como técnica estadistica para la reducciéon de dimensionalidad, la cual a diferencia de otros
métodos de reduccion, busca las direcciones de méxima varianza, permitiendo representar mediante
una proyeccion los datos en un nuevo sistema de coordenadas més compacto 139,

5.1. Definicién
Formalmente, PCA transforma un conjunto de datos correlacionados en un nuevo conjunto de
variables no correlacionadas llamadas componentes principales. Cada componente principal es
una combinacién lineal de las variables originales y representa una direccién de maxima varianza
dado que estas preservan la mayor cantidad de informacién en los datos [38],

Matemaéticamente, dado un conjunto de datos X € R™*P, donde n es el nimero de muestras y p el
numero de variables, el procedimiento para aplicar PCA es el siguiente:

1. Estandarizacion de los datos: Centrar los datos restando la media de cada variable.

2. Calculo de la matriz de covarianza:
1
n—1

C= XX

3. Obtencién de eigenvectores y eigenvalores: Resolver el problema de autovalores
Cv=)J\v

donde A son los eigenvalores (varianzas explicadas) y v los eigenvectores (direcciones
principales).

4. Ordenamiento: Clasificar los eigenvectores en orden descendente segiin sus eigenvalores.

5. Proyeccion: Transformar los datos originales sobre el subespacio generado por los primeros k
componentes:
Z = XV,

donde V contiene los primeros k eigenvectores de manera ordenada.

Cada componente principal puede interpretarse como una nueva dimensién que captura una parte
de la variabilidad total de los datos. El primer componente explica la mayor cantidad de varianza
posible, el segundo explica la mayor cantidad de varianza restante, y asi sucesivamente.

Es importante recalcar que este método al emplear principalmente operaciones matriciales
tiene un costo computacional sustancialmente menor con respecto a otros métodos de reduccién de
dimensionalidad, haciendo PCA la opcién mas popular para este proposito, sin embargo esto viene
con una limitaciéon importante: PCA es un método que asume relaciones lineales, lo que
significa que para relaciones no lineales la interpretacion de la conexion entre los componentes puede
ser compleja; para solucionar esto existen extensiones como Kernel PCA o técnicas contemporaneas
como Uniform Manifold Approximation (UMAP).
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5.2. Ejemplo de uso

—— Trayectoria de particula

Analicemos un ejemplo sencillo para ilustrar el
funcionamiento de esta técnica. Supongamos que en
un experimento de mecanica queremos reconstruir la
trayectoria de una particula que se desplaza a velocidades
tan elevadas que a simple vista resulta imposible seguir
su recorrido como se muestra en la figura 5.1. Para ello
disponemos de tres camaras que, en distintos instantes de
tiempo capturan la posiciéon de la particula.

Dado que desconocemos por completo la trayectoria real,
tampoco podemos fijar de manera inicial un sistema de
ejes coordenados comin (notemos como la orientacion y
ubicacion de las camaras es irrelevante en este analisis).
Cada camara, entonces, nos proporciona un conjunto de
datos correspondiente a las proyecciones de la posicion
de la particula sobre su plano de vision. Este proceso de
captura y proyeccion se ilustra en la figura 5.2.

Figura 5.1: Diferentes posiciones
de movimiento de la particula con
incertidumbre asociada (500 muestras)

De este modo, a primera vista podria parecer que, al
registrar la trayectoria de la particula con tres camaras, estamos obligados a trabajar en un espacio
de datos de seis dimensiones (dos coordenadas por camara). Sin embargo, esta situacion es una
oportunidad perfecta para aplicar el Analisis de Componentes Principales (PCA). Al reducir las
dimensiones de nuestro conjunto de datos, podremos llevar a cabo un analisis mas claro, eficiente y
robusto.

Original Original Original
o Proyectado o Proyectado Proyectado

—— Trayectoria —— Trayectoria — Trayectoria

(a) Camara A (b) Camara B (c) Camara C

Figura 5.2: Diferentes planos de captura para cada camara.

Comencemos por analizar las proyecciones individuales de cada cdmara mostradas en la figura 5.3

Coordenada v (eje 2 del plano)
Goordenada v (eje 2 del plano)

o B En 1 © N B 3 i s By i i 6 [

22 o R 2
Coordenada u (eje 1 del plano) Coordenada u (eje 1 del plano) Coordenada u (ojo 1 dol plano)

(a) Plano camara A (b) Plano camara B (c) Plano camara C

Figura 5.3: Proyecciones de los datos de posiciones para cada cidmara.
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Notemos como las distribuciones de las posiciones en los distintos planes focales es completamente
distinta para cada caso, lo que a primera vista nos haria pensar que no estan relacionadas, obteniendo
ast para cada posicion un vector de datos X, con 6 entradas (las coordenadas de cada camara) en
un espacio de 6 dimensiones.

- T
Xn =|Ta Yya B YB IC yc]
De nuestros conocimientos de algebra lineal sabemos que cualquier punto de nuestro conjunto de
datos es una combinacién lineal de una base ortonormal, lo que nos lleva a preguntarnos ; Existe

alguna base que nos facilite el analisis de nuestros datos?, precisamente esta pregunta es la que
responde PCA.

Para nuestro anéalisis usaremos el lenguaje de programaciéon python, en conjunto con las biblioteca
Scikit-learn 49 el notebook con el codigo completo se puede encontrar en esta direccion.

Almacenamos los 500 vectores de posiciéon en un arreglo de NumPy, el cual sera utilizado como
entrada de datos. Por defecto Scikit-learn, estandariza los datos antes de aplicar el analisis. Al
utilizar PCA() ingresamos el ntimero de dimensiones en nuestro espacio, donde obtenemos una nueva
base ortogonal sobre la cual podemos representar los datos, lo que permite llevar a cabo una reducciéon
de dimensionalidad que busacmos.

1 data = positions.T # Carga de datos

2 pca = PCA(n_components=6) # Definimos PCA con 6 componentes

3 pca_result = pca.fit_transform(data) # Ejecutamos PCA

4 explained_var = pca.explained_variance_ratio_ # Rendimiento de componentes

De esta forma obtenemos que para cada nuevo vector ortonormal en nuestro ejemplo, la varianza
(de mayor a menor) esta dada por:

Var(X) =] 0935 00573 0.007 0. 0. 0. |

Podemos observar de mejor manera este resultado en la figura 5.4 donde podemos comprobar como
PCA no solo funge como técnica de reducciéon de dimensionalidad, sino que al mismo tiempo nos
permite identificar el niimero de componentes relevantes para representar un conjunto de datos.

PCA - Varianza explicada

1.00 4

I

©

©
L

0.98 4

0.97 1

0.96 1

0.95 1

Varianza explicada acumulada

o

©

hg
L

0.93 1

T T T T T T

0 1 2 3 4 5
Numero de componentes principales

Figura 5.4: Evolucién de Varianza por ntimero de componentes

Asi solo resta proyectar nuestros datos en el numero de dimensiones que deseemos, donde podemos
extraer esta proyeccion y graficarlos en un diagrama de dispersion (figura 5.5).

1 # Dos dimensiones

2 plt.scatter(pca_result[:, O],pca_result[:, 1],alpha=0.6,c='black',label="'Muestras')
3 # Tres dimensiones

1 ax.scatter (pca_result[:, 0], pca_result[:, 1], pca_result[:, 2],

5 alpha=0.4, c='black', s=40, label='Muestras')
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Componente Principal 2

® Muestras
—— Trayectoria

Componente Principal 1

(a) Proyeccion 2 componentes

© Muestras
—— Trayectoria

(b) Proyecciéon 3 componentes

Figura 5.5: Diagramas de dispersion de diferentes proyecciones sobre componentes principales

Con esto podemos observar como reconstruimos la trayectoria original de nuestra particula como la
mostrada en la figura 5.1, es asi como de un muestro de 6 variables sin correlacién aparente podemos
reconstruir y analizar los datos originales.

—— Trayectoria de particula

Figura 5.6: Trayectoria en espiral

Original
o Proyectado
—— Trayectoria

Es importante notar que para datos que no presentan
relaciones perfectamente lineales como la trayectoria
mostrada en la figura 5.6, ain podemos implementar PCA
para darnos una idea general de los datos que estamos
analizando, permitiéndonos implementar otras técnicas si
es necesario, eliminar datos irrelevantes o simplemente
compactar nuestra representacién en un numero de
componentes con una varianza que nos resulte ttil, tal es
el caso del area de Machine Learning donde un menor
numero de parametros de entrada conducen a menores
tiempos de entrenamiento y una mejor interpretabilidad
del modelo.

Podemos observar en la figura 5.8 como las proyecciones
capturadas por cada camara tienen un comportamiento
muy diferente dependiendo de la orientaciéon de la camara.

Original Original
o Proyectado Proyectado
—— Trayectoria —— Trayectoria

(a) Camara A

(b) Camara B (c) Céamara C

Figura 5.7: Diferentes planos de captura para cada camara.
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Al analizar las proyecciones mostradas en la figura 5.8, de manera directa podemos notar céomo el
ruido y la orientacién toman un papel crucial en las proyecciones.

Goordenada v (eje 2 del planc)
.
.

3 p) T p

2 2
Coordenada u (efe 1 del plano)

(a) Camara A (b) Camara B (c) Céamara C

25 00 25
Coordenada u (eje 1 del plano)

Figura 5.8: Diferentes planos de captura para cada camara.

Aplicando de nuevo PCA como en el ejemplo anterior, obtenemos una grafica de desempenio por
componentes.

PCA - Varianza explicada

o o 54 o =
© © © © =)
) ES o © =]

Varianza explicada acumulada

o
©
=3

0 1 2 3 4 5
Numero de componentes principales

Figura 5.9: Evoluciéon de Varianza por ntimero de componentes

Donde podemos observar como, a diferencia de la figura 5.4, la varianza por nimero de componentes
no se maximiza en 3 dimensiones, sino que esta crece de manera continua hasta alcanzar el total de
los datos.

© Muestras
— Trayectoria

® Muestras
— Trayectoria

Componente Principal 2

-10 -5 0 5 10
Componente Principal 1

(a) Proyeccion 2 componentes (b) Proyecciéon 3 componentes

Figura 5.10: Diagramas de dispersion de diferentes proyecciones sobre componentes principales

Asi, podemos resaltar que una de las partes méas cruciales de la reduccion de la dimensionalidad en
general recae en la interpretacion de los componentes necesarios para una adecuada interpretacion.
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